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PUliFACIi. 


,lo me snis propose, dans cc pcL'iL Volume, d’exposer Ics 
principes sur lesqiiels rcposenl los nielhodes do dcvcloppc- 
mcnl des fonclions d’uuc varialde complete en series de 
polynomes. Me conformant a la regie adoptee dans cette 
Collection, je I’ai ecrit de maniere a Ic rendre acccssihle a 
des lectenrs possedant seulcnicnl Ics premieres notions do 
I’Analysc ct j’ai rappele an debut Ics parties esscntiellcs do 
la tlieorie des fonctions analyticpics utilisees dans les pages 
suivaiUos, en apportaiiti lour expose les eclaircisscinents cL 
les complements necessaircs. 

Pour la nklaction, j’ai cu consLaminent rcconrs aux 
Memoircs originanx : les methodes du tcxle ne sont pas tou- 
jours les memes qiie cellos do ces Memoires, ct cela esl 
hien naturel parce quo, les difTerentes parties d’un Livrese 
prelant un muluel appui, rune pent servir a eclaircircta 
simplifier Taulre. 

Le prol)lemc le plus simple, celui de la representation 
d’unc fonclion analyti(|uc par la somme d’une scrie de 
polynomes, dans un domainc oii cette fonclion esl regulierc, 
a ele traitepar diverses methodes. J’ai cru devoir les exposer 
a eaiiHC de lour elegance el de I’intcret quo presentciU les 
principes, utiles dans d’auircs rechei'chcs, sur lesquels dies 
sont fondecs. Un lien rattache LouLes ces methodes: e’est 
I’integralc do Cauchy; dies no dilTcrent quo par les procedes 
de calcul ct d’a])proximation indefinie de cclle integrale. 



VI 


PniiFACK. 


J’ai consacrc LoiiLun Chapitre aii\ Lravaiix do M. Fabor, 
dont les rcRiillats constiluont unc ^'cncralisalion Importanto 
dcs Rorios de Taylor : a cbaf|UO donminc correspond line 
faiiiillo de polynoines qui nc dopcndctil que do la forme de 
cc domainc et loiiLe fo action reguliero dans Ic domainc pent 
olrc represonlee par la somme d’lmc seric forinco avec les 
polynonies do la faaiille. 

L’elude de la represenlalion d’une fonction par nne serio 
do polynomcR, convcrgcntc dans son etoile d’holomorpliie, 
n'a pas etc abordcc ici : les belles ineLliodos de M. Painlcve 
iinisscnL en efTet le domainc reel cL le domaiiie complexc, cl 
leiir aiilCLir les a exposees dans unc Note conlenue dans le 
Livre de IM. Borel, Lecona sur les foiiclions de variables 
re (dies el les dihudoppenionls en series de polynomes, u 
laqiiellc je reuvoie le Iccteur. 

Je siiis beiireiix de reniercicr ici M. brnile Borel qiil m’a 
engage a ecrire ce Livre et m’a aide de scs con soils au 
conrs de la redaction. La lecture dcs epre lives a fourni a 
M. Henri Lebesgue roccasion de rcinarqucs imporlantes et 
d ’indications jiidicleuses qui m’ont etc fort u lib's : je liens 
a lui en evpriincr mon airectueiise gratitude. 


Dans la l^’efnce do ines Lcrons sur les fonclions de variahles rrelles 
el les d^velopiiements eu series de polynomes^ j'avais annonco mon inten- 
tion do consneror iin Voliiinc aus senes de polynoines a variables oom[)le\es; 
j’ai rciai'dc tout il’abnril la redaction de cc Volume pour Lenir coinpte dcs 
rechei'ches rpie M. Paul Moniel ('tail precise in eni en tram do toimincr, et 
il in'a soluble ensiiite cpie I’lmponancc nnlnie de scs uavanx sui' ce snjet 
difficile dflsignaii partienlicreinent M. Montel pour le traiLer a mu place; 
j’espib'c (|ue les lectenis tic la Collection lui seront aussi I'cconnaissanls 
{|uc moi d'avoir bicn von hi ecrire cc Divio. 

Kmiuj lUinix. 
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CllAPlTRE I. 


oicinkhaux suk ees fonctions anautiques. 


Dorn nines cl ensembles de points. 

Un pinn ('itiinl riijYporlc r deux axes 0^, Orj, considerotis la 
ooiii'bo C 

^ = <1 = 9 ( 0 ; 

los ronclioiiM /(/), cp(/) sonL dednies et continues dans iin inter- 
vullo qu’nn pcuL loiijuiirs supposcr titre (o, i), et deux valeiirs dis- 
liiKilesde I domieul deux points diOerents, saufles valcur-i o et i, 
(pit donnnnl le mdnie poiiil. La coiirbe C esL dile far mee, sans 
jioinl mulLipIo; die partage le plan en deux regions : I’une, inle- 
5 'icure, dont aueuii point nc pout eti’C joint an point a rinfim par 
un trait eontiuu sans rencoiUrer G; laulre, exterieiire, donl 
(iliatpie point pout dire uni au point A I’infini par im trait continu 

siin.s point eotnmun aveo G (' ). 

Nous uppdlcrons domnine shnplenienl connexeh region inte- 
I'ioiii’o d’tiiie ooiirho rcrindc G sans point multiple) plus precise - 
incnt, I’enscnihlc dcs points de la rdglon intdrieure s’appeller.i 


(') Pour la diimoasLvalion, voir JonnAN, Cours d' Analyse, t. 1, a* edition, 
07“ ’d* 



('IlMMTUl! I, 


‘J 

im ilonidific otn'eviy ol l’('i\scinl)l{! do points fornii'* ])iir hi rdunion 
dos polnU iiiU’rlctii's I'l do conx do hi ooiirhci fi-oulioro (’. sora uu 
((i)iiiainc fcrmc. Duns nn pai'oll doniaino, on pool [omdro uii 
point inlorioui’ a nn aiili’o, par xm I rail o,onlinn no ronoonlrunl pas 
la li’ontioro (1, ol don\ oourhos qiiolooinpios nnissaut ii’s doiix 
poiiils jiouvonL so do(liiiri> I’liiu' do I’aiilro par line di'Tonnullon 
oonlinnc, sans sortlr tin doniaino ronin'* (’), 

Soioiil n nn tlomalno siinploiiionl oonnoxo ol 1)( , l)j, . . . , l)^, dos 
doinamos ‘liiiiploiiK'nl ooniioM's ions iiildriinirs ii 1) ol oxh'rlours 
los nnsuuN aulros. lu's poinls dn doniaino I) qiu n'appart ionnonl 
a amnin th's doinainos !-)(, Do, , , D^, fornun’onl nno region D' 

(pi’on appoliora dotuaine mnluphnnent connca'o fl'ordrr /j-p i. 
Los poinls du doniaino oiivi'il D, ipii n’apparlionnonL ])as aiix 
doinainos feriin's D,, Do, D/, (onnovonL !o doniaino oux'oia 1’)'; 
los jioinis dll donnuiio foi'ind I) qni n'appiiiiioiuK'nl pas aii.\ 
doinainos onvorts D|, Do, Dy, rormoronl lo doniaino ronni! D', 
l)ou\ [lolnls intdiaVni’s do D pouvi'ul lUro nhinis pai' nn Lrail onii- 
llnii no I'onounlrant jnis la iVonlioro (i, Ch, L.o, . . (iy,, inaisdinix. 

olunnius (piolooiupios nnissanl cos dou\ poinls no poiirronl pas loii- 
jonis so vainonoi’ I’liii a I’luiLrc par ixno ddrormaliou ('oiiLiiuie { 

II iinjiorlo aussi do priMiisor la nalnn; dos ooui'ln's liiiiilaul los 
doinainos (pu* nous anroiis a nlilisor : appolons simple im aro do 
oonrho san^ point innltiplo ol Lol ipio los fonolions y ( / ) <■! o(/) 
([iii ddlinissonl sos ooordonni'os possddi'til dos ddrivoi's pi'oinioros 
ooiitinnos; nous diroiis ([u’lin oonlour ('oriiii' osl simple lorsipi'il 
I'st loi'ind dhiii iioinhro lini dhivos do omirlx' simples j un oontonr 

(') Dll lUl im’inui (It'lm inaliiia cotiliiuie mill Irs deux corn'lits 

(0 >)1 ftt I'.l^ (<' t Oh 

lorsiin’oti n ticliiu ilei fcnicliotis !''{/, a) oL <I>(Pa) roiiiiiiiics jimir <i L ,i, 

II a j I Uillds ijiii; 

lOd'O ^-/(O. !'’(<, 0---=,A(0, 

'I'lp (l) - tp(i), cI.(C, 1 ) rt 

I-.1 ttnirliii \W\~ a), f| a) (o I i)), (iIiUmhk' cii laixsiiiU « coii- 

sliiiU (111 iih l('s fimi'lioiis r (;L <I‘ st* ili'foi me i‘l jiasse de 1 ', ^ 1 ', lorsipie a vuvie 
da o li j , 

O) La lei^ioii osti'i’iciii't! ildliiiic [uir line omulns (< (‘sL aiissi mi dmuauie sitii|il(‘- 

mimt connexe A ; si I'oii eii sii|)|)rimo les iimnLsdi'S dmTimiios I)i, llj I)„s0nu'd» 

(‘I emiLimus dans reUe legion, mi iililmnL nn dmiiaiiic (‘mun'\i; A' d’lirdro 
Los (l(iniaiiieii 1) cL 1)' soul dits htn'm'\ el Ics (liunaiiit’s A rt A' non hoeneH, 
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polygoniil, par excmpk*, csL un con lour simjile. Un aiT .simple a 
lino lon^noiir clolorniinoe ol liiiii!. Uu arc ile ooiirlie sera (Miana- 
lylKjue ail juniiL P, corrojijmiiilaut a la valeur /,> (In parainclre si 
los Jonclions /’(/ ) el 'j(/) soul ilevoloppalilcs en series rlc n’ajlor 
('onvorgeiilcs dans le voisiiiaii^o de le point P c>L dil reouUcr si 
los noinlircs y*'( /„ ) el ne souL pas iiiils tons Ics deux . nil arc 

ilonL Ions les points soul rei;niiers cst appele a/x' Pa par- 
lindicr, iiu contour forme pent elrc forme par mi seal arc de courbe 
anal)'li((ne et re^iilicr; e’est Je cas d’nneercle on (I’liiie ellipse. 

Supposoiis (jii'oii ait clioihi iia sens do parconrs sur nn des eon- 
toni's simples C cjni formciiL la froutiere d’nii doniainc; si le 
mobile qiii jiareoiirt C a le floiiiainc a sa {.taiiobc dans itnc do scs 
positions, il en sera de meiiie pour Louies les [lositioiis ile cc 
moliile ( ' ). 'Nous appellcroiis poaitif le sons de parconrs snr G d’liii 
mobile qiii laisse Ic doniaine a sa {^aiielie ; le sens eonlraire. 

Rappoloiis niainlenant fjiielqiies delinilions el (juebpies pro- 
priolos fondanienlales des ensembles de poinis dans le plan : 

Soil k nil ensi'inble de jioinls sillies dans un plan, uu point P 
dll plan esi appole point liniitc de eel ensembli', s’ll existc des 
poinis de G a line distance ilc P aitssi petite qu’on le vent : on 
d’anlres Lermes, dans iiii eerele (jnelcoiu[ue de centre P, il 3' a niie 
iiinniti' dc points de I’eiisemble. Si P est le point a rinliui, on dil 
([no e’cst 1111 point liniile dc i’ciisemble, lor.siju’il y a dcs points 
de li II rexterieiir de lonL eerele dn plan. Un ensemble fonmi d’nii 
noinbrc liiii de poinis n’a pas de point limite; an eonlraire, si un 
ensemble eonlient line inlinile de poinis, il possede an moiiis un 
[mint limite. lin ellel, on bion, (jiielque graiiil (pie .soil un eerele, 
il j a des [mints de li a rexlerienr el le point a I'lnlini osl nn point 
limite, on bien II cxisle nn eerele conleiianL Lous les poinis de li ("). 
Soil A nn eatT(j conLenaul ee eerele, dlvison.s-Ie eii ([iiatre carres 
cf^aiix par des [niralleles aux ciHes, dans I’un de ecs carre.s an 
moias, soil \|, il 3'' a mu; inlinilii de [minis de (i, divisons de 
niemc A, en qiiatre cam's egaux, dans I’nii d'eux, Ao, il 3' a une 
inlinile* dc poinis dc li, etc., on oblleiil ain.sl une suite inlinic dc 
earres A, yV), . . ., A^,, . . . douL eliacun cst eniboiLe dans Ic [n’(3- 


') You IJ.vinF, Lerons sur les theories general es de I' Analyse, l. 1, p. aao. 
(’) On (hi (tans cc cas cjiie reiiscmblc 15 esL bonn5. 
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CHAI'ITRIJ I. 


ccdenl et ([iii onL, par suite, au nioiu'? un point I* coininun; on 
voit imm(*dial(‘nienl (jue csL un point llinile. 

L’(;nsein])lc E' dcs points> liinites cst apptde \ ' ensemble derive 
de l’ens(nu!de E; si tons les jminls dc 1*7 appartioniKuil a on dil 
f[ue E csL un eiiseniblo ferine (’); si les cnscnil)lcs E et IV sonl 
idenliqups, on dit cpie E cst un enseinl)lo jut rf cut. On delinil do 
meme Eenseinble E'^ dei’ivu de iV, ete. lln ensemble c^L denoni- 
brable lors<pi’on pent (itabllr line coi’i’es|)()ndanee uni\ncpu! el 
recipfocjue enire les points de cut ensemble et Icb nombres onlloi’s ; 
par exemple I’ensemble des points donl les deux coordonnecs sonl 
ratiunnelles est denonilirable. Si I’ensemble derive E' d’un 
enseml)l6E se compose d’un uomlu’e (ini dc points, rensemble 1C esl 
dononibrable ; il en est dc memo lorsque I’un dcs ddrlvds de E no 
comprend qu’un no mb re lini de points. 

En ensemble forme est forme par la reunion d’un ensemble 
parfait cl d’un ensemble dononibrable ('*). 

Un point d’un ensemble E est appole iioint intericur de Ven- 
seinble, s’il exisle un cercle dont Ic centre esl (sn ee point I't donl 
tousles points apparliennent ii E; il est exLcruutr s’il oxiste un 
cercle ayanl ce point pour centre cl no eontiMianl auoun point 
de E. Tons les points voisins d’un |)mnt interieur sonl inleriour.s; 
tons les points voisins d’un point exterieur sont ex tori ours, fiOs 
points qui ne sonl ni inlerieurs ni extericurs forment Va fronllere 
de E. Dans lout cercle donl le centre esl en un ])olnl front ion*, il 
y a des jioints qui apparticnnenl a E ol des points ((ui ne lui iippiir- 
liennent pas 

Un ensemble E, contenu dans nn domaIneJ3, est dit o/e/uve dans 
ce domaine, s’ll cxiste des points de hi dans loule rdj*loii, si polite 
soit-clle du domaine : I’ensemblc des points donl les deux I'oor- 


(') Oiu' exemple, I’ensemble H' esl ferriie, cev uii point limite de IC a dans son 
Yoisiiiuj^e line iiiliiuld de points de li' et, par coas(5i[uenl, line infinite do jioinl-s 
dc E; done it apparlicat fi E', 

(D Ec tliconime esl dil ^l i\I. Cantor cl fi M. Bendixson ; pour sn demonstration 
comme pour cclles des propncics gdniSralcs des cnsejiibtes que nous i'apprIon.s lei, 
on pourra consuller les Lemons sh;> la ihe'orie cle/t fonctions cl les /.Cfo/js mi' les 
/onciioii’t ile variables reel les de M. Horcl et les /.epons sur lUiUegralioii dc 
iM. Lcbcsgiie. 

(^) Si Ion appellc E I’ensemble des points d’lin domaine ouverl ou ferine, la 
courbe limiiant ce domaine cst la froiUidre do E. 
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(lonm^cs huiil rationiielles esl tleiise dans lout 1<' })l<iu. Lor-fjii’uu 
(3n‘;('mhlc ]<i csl dense dans Ic doniaine U, Ptuisciiiblc E' contpi end 
<H'idemincnt Ions Ics points dn doinaine lerme IJ; si 1^ esi foniii’, 
il eoincidc avec D. 

Si Lin enseinlilc n’est dense dans aucune rV*j;ion d’nn dnmaine» 
il est <11 1 non dense dans ce doniaine : nn eiiscinljle ferine ([in n\i 
pas dc points inlericurs est [lartont non dense ('); >>1 nn eiisemlde 
non dense csl donne, danscliaqne riigiondu jilan il ya nn doniaine 
ne eonlcnanl anenn point de I’cnseinble. 

On (lit ([ii’iin ensemble est superjicicl s'il contienl des p(iinl> 
inti'i’ieui’s : nn doniaine csL im ensenilile superliciel ; si tons les 
points de I’enseinlile sonl dcs points froulieres, on dit (pie 1 en- 
seinldc esL iinectire; nne coiirbe, an sens ordinaire de ee mol, est 
nn ensemble lim'aire. 

Soil IC nn ensemble paefail born(i, M. Cantor dit (jne eel 
ensemble est hieii enchatne (znsammenliangend) on conlinii -i, 
(•lanL donmis deux points M et M' de E, on pent troiuer nne ligne 
p(dygonale, ayanL ses eAlremitds cn M el M', donl les sommet^ 
soul des points de E cL dont cbaqne 001(3 a nne longnenr qni ne 
(b'passe pas nn uombre t arliilrairemenl petit. S il enisle dans 
IViisomble ini couple de points ne satisfaisauL pas a celtc eniidilion, 
I’eiiscmble c^imal enchaliie on disrontinii. Si la condition n e>«l 
reinplie par aiicnn couple de points, on dira (pie i’ensemblc esi 

imvloiU discontinu. Un ensemble parLont discnnlinu ne eont.enl 

pas dc jioiiils inldrieurs, e’est nn ensemble liniiaire (-)■ 

Je vais maiiUenant demonlrer, an sujet des ensembles parfaits 
disconlinns, nn tlmoremc que nous anrons a ntiliser : 

Soil. E un ensemble bornc^, parfait el discontinu: on pent 


(') Coiisidtiron'i par exempio an carre, pailageons-le en 9 | 

e. s„ppn„.o„a-c,. I« pom.s 

an premier. RepdLons celtc operation pour c lacun formont un cnscinMe 

nuons hul^nnimenl, to points ,n. n'ool pos die enleviB formont 

'“'■Tplrns s:rd™. OUs muaccus .i•nn c,.„.d de„. '-“I'; 

eiV partiits ol non ilenses, ensembles qu'o.. ,e»meoli sens point 

,.|,„,u tl'nn segment Ics points intdiaem-s " - “'P: ,bnt snr i.s 

eoramim tlenv a den,. F Lmcnt I e’oseLde palled, evi- 

ilpux cftlds cousuldrds aiix points dc i el u , 

ilennncnl disconlitui. 



(.11 UMTUI. 


() 

li'Kct'r unc coiu'hc on ton rant un pntnl qaolcvnquo 1* t/o 1C, do/U 
a (I Clin poinl n'appdvlienl a V onsiduhlo el (fui est lout enltore 
contonnc duns un cerde de cenlre P el do ruy on arbitruireinont 
petit . 

Soil 0 1(3 rjiyou du (“(3rcl<3 (jiii doil ('onU'iiii' l,i ('oiirlic ; ti'a(;nns iiii 
aiUn; rcrclc y <!<■“ t'ciitri' Mol, dc rsiyon o^i y. Los p(jiiil^ d(‘ JCsliiu\ 
a r( 3 \l<‘rioiii’ ol MU' la ciroonloi'ciu'c do y foi'iinMil nu ('nsoiuhlc 
f('ri3i('‘ JC, . Si I’) osl nil poliiL dti IC) , il oxi^jlc uu noadiro z led (jii'on 
no |>(3iil Ir.ic'oi' do li^^iio pol^^ {^oiialo unis',. ml P cl I'l doiil Ic'i sum- 
lucls solciil dos points di’ 1C f>t !(,’s ci'iliS mlc'i’icni's a s, [misipio 
I’cnsoinlilo osl pai'lmiL disconlinii. Los uoniiicos £ I’olalifs Jm\ dif- 
f(3r(3nl‘- poinls 1‘, do ICi nnl uu tninimmn 'f\, Jo dis (juc V( ii’csL pas 
mil : s'il (’lail nul, on cUcL, on Iroiivcrail dos poinls Pi, l‘a, 

... d{‘ IC| lols (|iic Ics iiomlu’cs £ ooi'i'ospondaiils pronnoiil los 
Yidiun’s £| , £,i, ... (lout la suiio a pour liinile o. Apjiolmis P„ 

nil poinl liiniti' dos I’,. P,, ajiparlioiil a IC, (|ui osl I'oi'tm*, (M d oor- 
rcspoiid a oo poinl un uoinhro c,| mui nul; il on ]'(.'sull(3 f[iio pour 
Ions los points do IC| siluds a iini' distanoi' do Pn inforiiMiro a £„, ia 
valoui' di; £ osl ail ninins o^alo a £„, oo ([ui oonlrodil I’liypntliosi* 
(ju’il y a dans lo voisin.ij^o do P,) dos points P, pour los<|uo]s l.i 
valoui* do s osl aiissi pclilo (pi’on lo vout. 

d''ra(;ons inainlonanl an tour d(* cliaopu! [loinl do 1C un o (3 role do 

raynu 'd ~ ay.inl oi' poinl pour oonlro : iPapriis nu tlidon'uno do 

M. Ilorol, f^oin'iralisi'' par iM. lad)osj.>uo ('), on pout roinplaoor oos 
corolos par uu uondiri' finl il’onlro (i[l^, d(* inanitTO tpto olnifjuo 
poinl d(! IC soil a I’inldidour di' run an inoins dos oorolos (pi’ou 


(') \'iai‘i l')5iu)tn'(' (in tln'oi'r'iiK' pi'nt'i’ii!, cn inais pimjiiiL, pav osempir, diiiis 
r(;s[)!ic(* d (l(Mi\ (liiiicnsKjiis . 

Stjiciil IC tin pimi’inhlr fir Jrnnr rf bnrnr cl T tin cn^rinblr, do ccrclrs 

Ids (jur tout /mini de IC ,so// inlrrfeiir d I'tm (tti moms de ces vaivles ( il CiuiL 
on Lendl e par III ([ikj le pniiiL appiivLirnl .in claaiainr nmcrl fai'iiK* p.ir Ics pniiiLs 
inLi'i'iciii s an ccrrlc), on /leiii rem/tlacer I'cnsem/ileT /xir un nnmbrc fini p dc 
coicles de cel cinemble nils tjiie lout /mini de IC soil u I'inlerictir dc I’lm art 
nioins dc res /i rerries, 

Nmis ap])ollcroiis d.ms la snilc, colic propfisiuaa . lo tlieorrnie dr JInttd 
Lobesf/ue; scs appliralions ii la llnimie dos foncUons sniil riYiiiicnlcs cl miles, 
pour ia doinunsliiilioa voir ics J.erons stir [' intogi ahon dc M. Lclicsguc, p, iij 5 , 
(;l Ics Lct/ons stir les J'onclions dr vitriubles icclles do i\f. Ilorcl, p p. 




i'lii'ouK’itijs stn i4:s .vNAr^nori s. 7 

iiiiru I’eloniis. Ijcs points (iorntniiiis a ccs (.IcruK'rs cei'clos forineiil 
uu oil <l(niiain<;s sinipl^'infiiU 011 niuhlpIfiiH'iiL conncM's 

tl»)iU I’un, A, c'oiUicut [\ CjC dutimino A n(' rouhcnl aiirim <lcs 
(H*n;]f“s rolalifs aux points do Ei, car, dans lo (’,as cnnLrairr, on 
pimrrail, I'ldlor P ,'i uii pomi do par inn* llpiie jitd Vi^onalc doiu 
los soinnu'ls appiiiiicudriuciiL a JC 01 Ics ('olds sOi'ciHMil an plus 
cpaiix .1 <CV|. Pai’ ooiiscVpicnt A osl a rinU'nr'iir d’un ccitIo 

( 1 <‘ (a‘nLr<j I’ ol (l(! i’iv_)ou a.i + y, m r/ esl assoz polil Jjaoonrlioo 
Innilniil o\idrunii'oiiicMil A V(*]jiond a la qinisllou; olio os I for 111 do 
(run iioniln-o lini d'ai'os do oorolo. 

()n poui j^(‘n('ralisei' la projnisiiiou jirdcddt'nto oL ridcnidro an 
Oils im Vj n’osi pas parLoiiL disoonilini ( ' ). Soil I*' iin onsonil)lo 
(ionliBJiii daiib lid Lol tpici Itjul onsonililo oinilciuinl J*' ol coiiLenn 
dans I'j soil discoiiLimi ; dis cjidon poul cnloiuor d'lino lignc o 
no (’OiUoUimt SI noun point do E ot dont oli.Kjtie poini (Bst ?i nne 
disLan<!(! iiifdricuro \\.u d'un point do h\ SI I'nn doorit uii cerolo do 
I'jiyoii a.\ <; 7. nuLmirclc t:liu(|iio point do E ju'is onniino oonlvo, on 
poiD'j'a, on [n’ciiiiut uu uoniJire (ini dc oos oorolos, onfornior Fdims 
nil do ui nine dont la fi’(jiit!dr(' y scrii fnrmdo d'aros do oorol(B ol j on era 
lo nidnui role ipic ic oorclo y dn llidoronio jn'in'ihlcnl. A chsupie 
point P do I’ oori'ospond nu iioinhro t), niiulinimi di's longueurs 
dos (‘Aids (lof, lif^ncs j)oljj>oucdes c'[iii iinissont lo point P au\ dif- 
fdrimls jioiiiLs P, dc li non inldrioiirs a y ot doul los sommoLs sonL 
d('s points dc E. Los uoinlires y, ro I all Is mix diiVdrcnts points 
dc E onl uu ininitniiiii non mil. (On l<‘ ddmootri* ilc la indiuc 
manidi'c ipio pour II suflitdc raisonner siir w, oonnne oul'ii fail 
plus Iniut Mir i\, ])our ohtonir uu doniaino A cl niio oouvho 0 
ri' jiniuliint a !si (pu'Slloii (- ). 


(') ) 'fjifo ’/aiiiii 1 1, .Sitr la Join' Horn, unalj itrjucs untfnrnic\ tfut pOHSodrnt 
no eio\(>nii>le parjtnl (Hscnothiii de j)otni<t stni^iitiea {Joitrnul dc Lioitoide, 
in<''s L'- 

(-) Oil itoiit vcmpliicov la cimi'lio £ pni' utio itiliinui tl'niUi i;s; on cITct, clia([iio 
|ii)itil <tt* £ psl ](‘ (BPiilrr (I'un coiTtij o no catiLoHiint auciui point tie JC, sinon ce 
painl ayinu uiie inliniU' tie ixiinls de K dans son voisiiiiige set ail pninL liiinie 
de 1'/ eL appcti'lit iitli'.nl a I'j (|iii C'L fiuiiu'-. Ti arorih un eoi'clc p iuiUnii de cliiiLiin 
ties paints tit; 0 , on pout, d’api'es le lliem’eiiie Boicl-r.ebesgne, ren'i-larri' cci 
rei'cles par un noiiilae fini d'etilre enx; les points ouniimius aiix rereles aiiisi 
roLeniis fovinent nn csinnl iiuUmr de 6 t|iii ne toiUieiiL i>as de point de 1'^; tonic 
coiu’lic fenuee tr.icee dans cc tan a I el cnlonrant F lepoiul a la (luoshou, on pout 
la 8in>posci' aniilylniue et lefjnliore, par uveniple. 
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l^onci io ns analyliq lies. 

Je rappclie brieve men L les propridies foudamentales dcs fonc- 
tions analytiques, Soiiy(a?) une ronclion de la variable coinplcxb 

a? = I -+• t<], 

definie dans un do ni nine D. Supposons quo, eu chaque point- 
in I erieur de D, Je rapporL 


f(T~^ A) — fix) 
h 

ail line limlte finie lorsqiie le iiombre complexe h lend vers j«6ro: 
cette limite esL la ddrivee de la fonctlon f{x) au point j?. La fonc- 
lion J {x) est alors une fonction koloniorphe de x dans le 
domain e B. 

Soil L un ai’C ou cliemin simple allanl du point Xq au point X 
el la somme 

n 

a-'n+i = X, 

0 

dans laquelle les points . 1 ?,, xg, Xn, sont places snr L, Ics 
indices liidiquniiL Tordre dans lequel on rencontre ces points en 
so deplagant sur L de iCo a X, Cette somme a une limite lorsque 
Ic iiombre des points de division clioisis sur L augmenle indefini- 
nienl, de nianicre que la distance de deux points ronsiicatlfs ail 
pour limite zero. Cette limite est I’intcgralc 

f fi^r)dx\ 

celtc in leg rale conserve la indiiie valeiir si Ton remplace le clie- 
miii L par un aulre chemiii IJ lei que la fonclion f{x) soil holo- 
morplie en tons les points renconlrds dans une deformalion con- 
linue permellanL de passer de L a L', La \aleur de I’inlegrale est 
line fonclion de X, F(X) lioJomorphe comme /(X) et admeltaiil 
comine derive e au point X la valeury’(X). 

Soil G un con I our simple limiianl im domaine ferine simple- 
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I IIKOKKMKS 0KNKUA1I\ SUR J.KS l’ON(!TIONS ANALYTIQUKS. 

menl (U)^nci^o dans Icquol /(,i') ost liolomorphc ; I'iniegrale 



(!sl millc, (I’uprus c(Mpu precede. De income, si la fronllcrc C du 
(lomiunc !) osL romposde des courses simples G,, Cj, . . C^,, el si 
I’on pose 


en ii 




f/.T, 


l’lnLegral(! diuul prise sur cliacpic conLourCi parcouni dans le sens 
pnsilir('). 

On dc'diiil do la la formulc fondameniale de Cauchy 


JW 


_L 

z — x * 


I’iniegrale esL cLondue an conlour lolal G cL prise dans le sens 
posilir. G’ji.sl eelLe for mule cjiii joviera un role essentiel dans les 
Glmpilrcs siiivanls. 1^orsc[u’une foncliou/(3)j continue sur G, esl 
(lonnde, la fonnule dc Cauchy ddfiiiil unc fonclion holomorphe a 
rinlericur de C. 

Komarquous loiiL <le suite que la valeur du second membre 
cslzdro, lorsipui hi poiuLa: esl a l’c\ldricur de D : nous renconlrons 
alusi diis lo del)ul de ia Lheorie des fonctions analyliques, unc 


(') 11 4111111, polu- I’c'caeLiLuclc ilu thiSoremo, que /{x) soil liolomoi'plic dans 
lo doiiiaiiio oiivcrl cL conliiuio dans lo domainc fermd. En efl'cL, s’ll en esl ainsi, 
vcaiplaqoMS olinquo ooiUonv C, pav un conlour voisin C, Toisiii de Cj ct intdrieur 
iui donmino; nous olilicndroiis uno nmivcllc fronliei’C G' rettiplaQanl C el pour 

liiqiicllr on a 6ni\cm\nci\l J' fix) clx = o. Or chaque icvme (x) dx peut 

(lire rendu aussi voisin qu’on vent du lermc j f{x)ilx, done j f{x)dx 

‘-'C, ‘■'C' 

pcul (Hrc rendu aussi voisin qu’on vent At J f{x)dx, II en rdsuUe que 
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Gil VPITHh I 


expres^^ioii annl> liqiie (|iii reprcseulc deux foni'lions holoinorplios 
tliirt'rfnl<-b y'(./ ) cl /.cro daii'^ deux domaines diilcrenls; celle 
remafque -lera poiw noiiij Ires iiuportanlc. 

On dculiiit do la funmile <le C.iucliy I’expressioii 




h' C 

>ir. {z — ’ 


de la (lerivuc dc la fouclion /(.r), (3u ^orlc que I’cxisleacc 

dcs dcriMjes de lou'^ Ics nrdrcs pour la fuiiclinti J\.v) ObL line 
cousequenee de rcxibieiice de la derivee [irendere. Si iM esl line 
liinitc siiperieiire dn module de /(s) dans D cl K la dislunee du 
point X a la fronticreC, la forinulc prcccdcnle condiiil a I’inej^alite 
fondaincn laic 


,/ « ( X ) 
~n^ 


< 


_iU 
It" * 


Soil a tin point dii doniaine on vert I) et R, la distance dc ce 
point a 111 Irontiere (j; on deduit dc la formulc de Gaucliy le deve- 
loppenienL on serie de Taylor 


valable jiour loub Ipb jioints inieneiirs an ccrelc di' eeiilrc <t el ile 
rayon R. 11 resulle de rine»alile rappeh'C plus liaiil ipie les 
modules dcs coefficients des puissances dc x — a daiib cctle serie 
soul infdrleurs anx ooeHiciciits dn deve!o])pcnienl de la fonction 

iM 

X — ft 
' ^ 

cn serie de Taylor. 

Plus geucraienienl, si unc four lion /’(.r) esl liolomorplie dans 
line couronne circulairc de conlrc on pent la representor par 
le developpeincnt de Laurent 


/(•>n=y 


n„ 


{x — ay* 

n=:\ 


od 

+ y.K(^ 


«)"; 


Aji el l>„ sont des conslantes; on parlieidicr, si /(x) esL liolo- 
morplie dans mi ecrcle de centre «, sauf an point a, le develojipe- 
iiieuL esl vulabie dans lout le ccitIc, sauf au point Cf, 
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] I 

Points sin^fdiers — Si iini! loncLion y\./‘) c{5hsc cl’clrc liolo- 
moi’plie cii nil poinl r/, ci? ])oiiil csl ap|)o!c un j>oiat singnlio.r ile 
]ii lonclioji; Ics points do la roi^ioii dans Uu[iielle f{j') csl holo- 
morplio hont Ics points ro^uliors : cliaipiu |)oinl roj;ulier esl le 
ceiilro d’un oorolc dans Icfjucl la lonolioii osl lioloiiiorplic. I In 
point sitij'iilicr a osi isoU' si, ilans tin oorclc do centre <7, il n’y 
.t pjis d’aiilrc poini sinj^nller. On |)oul, daii^ oc cas, de\cl{)ppcr 
J\-c) on sent! dc rjunront, aiitoiir dir point a\ la partic tlndcvclop- 
penicnt ([iii conlicnl Ics pmssanecs noi'alivcs dc ./* — a s’appelle 
la pa 1 Lie prinajxile dn point sin«iilior. Si octto partic princijtalo 
ounlicnt iin noinhro (ini p do lorincs, on a 


/( r; = 


di 

X — <i 




-+- ./■ — a), 


— a) dchi};nanl nnc soiie entioro cii ,/‘ — a^ cl lo point o osl 
nil /jole f/'ordre p, Lo inodnlo tic f aii^nicntc iiuli'lininicnt 
lorsqiio x lend vers ot, inais lo produit 


line limile finio. La I'onclion j esi |■c{4nllore an point t/, c[iii est 

pour die un ztd’ti tl'ordre p. Unc lonolion ipii n’a, dans nn 
doniainc ferine, d’aiitros jioinls sini^uliors f|uo ties poles csl dile 
meroinorp/ie dans cc doinaine; le noinlu'c ties polos est limile, 
siiion ces points auraicnl un point liuiilo ijni sorail in’oessairenienl 
sineulier cl no [lourrait elro un pole, piiistpie, d’apios sa delinl- 
tion nn'ino, un pole est un point sihi^iilior isole 

Si les terines a c\posants noj^alil’s sont en nombro illiniilo, on a 
un point essentiel. isole. r/indtHcrminalion de la I’ountion (*st com- 
plete aulour dc cc point, la Lnii'lion s'approelu' aulanl ipi’on Ic 
vent de lout uoinlirc donne (ini on inlini; il y a plus, on tioil a 
M. Picard la jiroposilion snivanle : Soit a nn point sini^iilier 
esseiitiid isole (M, la fonct ion J i^x) pvend unc infinite de Jots 
dans tout eercle de centre t/, toiite rafeiir fade on injinie sanf 
deux valeurs exceptionnelles aa phis. Si a est un point essentiel 
pour y, e’est un ptiinl essentiel pour 


(‘) Il suffil <1110 a nc sail j»a-, point limiti’ ilr points sin{,'iilit*i', I'-iseiUtcIs niais il 
pent y avoir unc in (mile de poles (Ians Ic voisinaye de (t\ il s’agil, Ineii eiUcndu, 
d’luic foiiclioii /(.r) qui a, cii cliaque poinl aulour dc ft, unc valeiir iliHernniioe 
el est lioloinoi plic sauf eii a el auK poles. 
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Les points siiigLilifii’s non Isolcs [)cttvenL former dcs ensembles 
parfails qtielcoiiques, com prendre des lignes (cou pares), dcs por- 
tions dll plan (espaoes lacunaires). 

Iinfin, pour ettidier la foncLlon/(^) an point al’infini, lorsque 
celle fonclion csL definie pour des valenrs dc j? voisines de ce 

point, on pose el on cttidie la fonclion y'(-7 )’ voi- 

•X^ j 

linage de zero. Le point a I’inllnl est, par exemple, un pole on un 
point essenliel isole pour si le point o est un pdle ou un 

point esscntiel isole pour 

liesidus. — Soil a un point singulier isole, et y line circonfe- 
reiioc de centre ne contenant aucim aulre point singulier 
de J‘{jc)\ on a 

B) elant le coefficient de — ■ — dans la serle de Laurent (•). Go 

noinbre B( est le residu de la fonclion /(vi') relalif an point a. 

Supposons que la fonclion f{sc) n’ait qu’un nonibre lini de 
])oints singuliers a rinlerieur du domaine D, limiti' par Ja courbe G; 
on a 

lii somme du sccontl inenibre esl etciidue aux residiis des points 
singuliers conlenus dans D; cetle forimile conslitue Ic tlicoreme 
des residiis. 

Prolongp.mcnt nnalyti</ue, — Bn iin points ou line fonclion 
est boloniorplie, on pent ropresenler celtc fonclion par la somme 
d’uno serie entiere <J?(.r — a)] cette seric converge a I’intdrieuv 
d’nii cercle y de centre a. Soil b im point inldricur de ce cercle, 
on pent represcntcr la fonclion par la somme d’unc seric oiitiere 
iLY-t' — b) qiii est certaineinenl convergente dans le ccrcle de 
centre />, tangent a y inlerienrement, mais cette seric pent coil- 
ed) Lorsque le sens il'inldgration n’csl pas mdiqud, c’esl qu’il s'agit du sens 
positif. 


TiiKonihiES aENKn\ii\ sun i,ks fonctions anv^tiques. i3 

verger en lies poiiiU exlerieurs u ce cercle; soil y, le cercle ile 
convcrgfiuco de ‘.(.'(j’ — />), si y, con li out des points eMcrieurs a y, 
on poiirra en clioislr un c, situe ji rinlerieiir dc y( et definir une 
nouvellc serie eniierc tC*(.r — c), etc. On pent calciiler ainsi do 
proehe on proelie la valour de J'(r) en chacun dcs points qu’on 
pent tatleimlre par cc procikle qii’on appelle le proton genicnL ana- 
lyliqiie. Si one fonellon est holomorplie dans nn domaine D, on 
pourra ainsi, on pari ant dc I’uu dos points dn domaine, allclndre 
Lous les auLres ('). (i’csl cettc reniarqiic qui esl le point do depart 
dc la notion de fonetion analylique an sens de Wei ers trass el de 
M, Meray. 

Soil ^S{.r — a) uno serie don I le ra}un de convergence n’esl ni 
mil ni Infini, et soil A I ’ensemble dos poinls dn plan qu’on pent 
alteindre par le prolongemeni analylupie, la fonetion /{x) ainsi 
delinie dans la region A sera appeli'e une fonclion analyliciue 
et nous d irons quo A csl Ic domaine nalurel d’ existence de celte 
fonclion; — a) est un eUment de cello fonetion analytique. 
La fonclion est uniformo si, qiicl (pio soil le cliemin tracd ilans A 
el allanl de «a ,r, on oblienl loujonrs la inenic valeiir poury\j"); 
clle est niultij'onne dans le cas contra ire. Si deux clicmins dille- 
renls condnisenl ii des valeiirs di He rentes de /(.^), la function 
n’esl pas holomorplie dans le domaine limile par ces deux chc- 
inius; cc domaine conlienl des poinls singuliers : s’il y a un point 
sin gu Her unique, on 1 ’appelle un point criliffue. L’ensemble A est 
d’uii scul lenanl d’apres sa (h'linillon nubnc; les poinls fronliercs 
dc A sont les jioluls singuliers de la function. Si la fonclion est 
uni forme, I ’ensemble de ces poinls .singuliers est forme. En ciret, 
suit P|, un point limile de points singuliers; si ce point etait 
regulier, la fonclion y’(3) serai I holomorjihe dans un cercle de 
centre Po; oL il n’y aural I pas dc ])olnl singulior dans le voisinage 
de P„. 


(') IDn ullcl, parlons (!<• a cl li‘a 9 uns tin<* couvbe simple siludo (Ians Ic domaine 
uuverl 1) cl .illanl du point a nii point x. Les inyons dc convergence lelalils aux 
dillcrciUs points (Ic Id ligne oiu un ininimiim posiLif qiii csl i^gal an mininuim 
dc la distance d’lin point dc In courbe u la rronlicrc dc 1). Les cercics de con\cr- 
geiice, vclaltfs i cha(|nc point de la courbe, ayaiu des rayons snpiiricuis h un 
noiiibre (i\c, ccla sufRl pour aflirmer qu’on ira de a cn .c par un noinbre lini 
d'opdralions. 
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Oil a])|)cllc od-prc^’^ion analy(i((ue loiUe expression composee 
n piU’Lii' dt; I(i yarlahic x el do oonsLantes par des additions, dos 
iindlipljcaliuns, de>s divisions el des passages a ia iiinilc, enectiies 
Mil iioinbre Ilni ou denonihi’aljlo de fois ('). Un prolileine inipor- 
lanl d'analysc cst ccliii de 1 'diode des rapports eiilre les ionclions 
aiialytiqiies ot les expressions analjtiqties. Dans la suite, nous nous 
occoperoiis, a jieii pres oxclosivcment, ties rajiporl'j qni existeni 
cnire one fonction aiialuiqno et I’expression analjllipie partieu- 
liere (‘onstiliide jiar one serie con\’crgente do pol ynoines on .r. 

lieprhentahon con forme, — Soil f{x) uno fonction liolo- 
morphe dans un domaiiie o/; faisons correspondre a cliaquc point, a? 
de tf Ic point X defini par rdgaliLi! 

n: =/(.r ). 

I.orsque X |)aj’CuurL c/, X jairooiirL une portion du plan D qui 
pent se roroiivrir : cctle correspondanoe eonsetn'e les angles. 
Soicnl d et D deux doniaincij ; .s'il existe une fonction lioln- 
niorplie fyx) qui, a oliaqno point x dc r/, fait eorrc''pondrc iin 
jioini, X de D et rdoiproqiieincnl a cliaqne poinl X do D fait 
correspondre un point x unique do o/, on dit (|u\)n a eUbotue 
uno /'cpresentcilion confortnc des donialnos <l cL D I’liu siir 
i’.uilro; dans co cas, la foncLlou in\erse de y’(.e)j 

,r = 

esL lioloniorplie lians D. 

lai representation eon form o de d siir D n’csL juis possible on 
general dans lo cas ou les doiix doniaiues sonl, ilniilds par un 
indnie nonibi’e de eontours; niais on pent loujours cHeeLucr uno 
representation conforme pour deux doinaiiies d et D, slmjitoineiiL 
conn exes, on deux doni nines d cL D, liniitcs clnieua [inr deux 
couLoiir.s. 

Soil d un doniaiiie sinipleinonl cunnexe liniite par le contour C ; 
il existe line fonction /(^), lioloniorplie dans <r/, qui re presen Lc 
le doniaiiic ^/sur un ccrclo arliitrairc y, do iiiiinlero quo le centre 
dti cerclc correspond o a un point arbitral re ineiiL eiioisi dans 


(’) L’lnldgralion (iefinie, l.i soininalion dus sciicb, et inOine la division peuvcnl 
<^lic consiilerdus comma des passages a la liitnlc. 
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riiitf'i’it'iir tie d et (jue, i\ iiu poinl do la olrcoiiferoiicc do y oorio-,- 
poude uu poll'll iirl)Urai!’onu‘iU cltoisi siir C, EnPin, si ],i coiiidie G 
esL foniiee d'lm hoiil are do courlie re|i,idier el aiiiil^ lujuo, la 
lone I ion <’■'1 lioloniorphe dans uu dtmiaino d\ ('oitiprouanL d 

a sou luldnciii'; o(' doiurdue d’ pent el re v(>pre>,euld ‘=uir un oerolc 
concenU'iquc cl exLericur a y (')• ldt!u>^ doniaiucs d ol D, siinplc- 
menl oomiexes, jicini'iil dtro repn'seiiles d’unc iiianiere ccinforine 
run siir riuilrc, puisiju’on jieuL repi’oseiiler cliacuu d‘ou\ sur lo 
Cercle y- 


Lc$ series de fonctions unaiytiques. 

Soloiit /tj (./;)) . . , , . . . des fouoiloiis lioloinurplies dans 

uu donialnc 1) on eliii(|ue poinl diujucl la srrle 

ft, (a?) 11 ^ (.r; -I-. . .H- . 

est oonvci'j^enle cl a pour somnie /(>r). La suite foniidc ]iar ies 
soinnics tie i , y, 3, , . . , /i, . . . Icrmos tie neUe seric est one snilc 
de foncllons lioloinurplies dans 1), 

.A( '■). fui^') 

/;i(tr) = -I' H'. . .-r- rj. 

el ectte suilo a jiour limilc /(■^)| uous dim ns que c’esl line suite 
omivi'ryenle. 

Les doux ntilions de sorio ouiivcrgente el do suite convorgonle 
se ranionent iininedlaLeinenl L’un ii I’anlre; si I’on ilonne la 
seric la sidle des/,;(r) esL aiissiLdt forniee; reciproque- 

nienl, si I’ou se donne la suite des lllui correspond la seric 

/iLu) 4- ty2(.r)— /,(.«)!+. 

Nous cmploici’ons done iudinereinmenl les doux expressions de 
seric el de suite. 

Nous d irons que la ('onvorgeuce est uniforms dans iiii 
domainc 1), pour la serie ou la suilo, lors(|ue a oliatpie nomlire 


(') Pour la ddinoiisLraiion, voir [nir cvcmple le Coin's U’ Analyse clc M, Pi- 
card, 1. II, 2 ” Edition, p. 3i)i, 
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posilif s correspond iin enlier/>, lei qiie pour n'> p 
I f ( ^ ) ' /iA ^)\ ^ I 

quel que soit^ clans JJ; en cl’autres tcrnics, le resle de la sdrie a 
un module infdrienr a i, lors([u’on prend plus dc p lermes dans la 
scrie el ce resultat ne depend pas de la position de x ('). 

On doit a Weierstrass le tlieoriime fondamenlal suivant : 

Si line serie de fonction'i holomorplies dans un domaine 
ferine D converge unifornienient sur le contour simple C limi- 
tanl ce domaine, elle converge uniformement dans le domaine 
ferine et la somine de cede serie est line fonction holoinorphe 
dans le domaine ouveri. 

Elant donn 6 2, on pent Irouver p tel que pour n >■ p on ait 

!/«+</(-) ~/«(^) I < e 

pour tout point 3 du conlour, puisque la serie converge unifornie- 
inent sur G; or, si x est dans D, on a 

-fn(x) I 5 I -/„(^) |< e, 

car le maximum dn module d’une fonction Imiomorplic dans un 


(') On dit qiic la convergence csl un'tforme simple si A elia(|nc noinbrc t on 
pent faire coircspondie un noinlire n pour Icqiicl l'in6galilii ail lieu La conver- 
gence iiniforme simple huffil pour In deinonslralion dc la pliiparl dcs tli^oremcs 
qui suivcnt. On pent d’uillcurs racilcmcnt ramcner ce bccomi ens an premier. Kn 
edel, ail iiombic^ {p enlier), correspond iia nombre /i^, tel que 

cl Ton pent supposcr que Ics n ne dccroisscnl pas, lorsquc p crotl, du moms 
SI .luciinc dcs fonclions /„(^) n csl identiqiic A /(a:); la suilc 

fn !(•*'), fu, ( ^ ) I ■ • 1 fly ( ^ ) , • • ■ » 

converge untrormcmcnl dans D vers l.i limiLr e'esL tine siiilc extrailc dc la 

biiilc on I’oblicni en rcmplacaiil la siiric proposde par unc nouvcilc s^ric 
oblenuc cii groupanl tes n^ premiers leimes, les n, — suivants, clc. Done, si 
line serie possedc la convergence unirormc simple, il sumi dc grouper con vena - 
blemcnl dcs lermes consCculifs pour la lransfo;iner en une si5ric donl la conver- 
gence esl uni forme au sens hahiUiel. 
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cloniainc ost aLleint eii im point cin contour (' ); il rcstiho de Ja 
qne la S(5ric converge uniformemeut dans le doinaine femu' D, 
\ers unc fonclioii /(^). Soit Dj un domain e iiUerieiir a D et 
iiinile par unc courbe C| sans point connmin avec C; Ja plus 
courle distance dc C el de Cj sera un nombrc positif o. On a 
dans D( 





^ — ,T 


Soil o(a;) la fonclion lioloinorplie dans D( represenlco jiar 

>17, Z~X ’ 

on a 

*' I i 

or, pour « on a 

/„(5)1 <E, 

Cl, X ctanL dans Jc domaineOi, le module de z — ,/■ n’ost pas 
infcrieiir a o, done 

1<6 

[«C‘V) — |< ^ poui 

^ TTO 


L designant la longueur de C| ; done a ])om' jinille C5(.r'), 

e'est-a-dire que J\x)~ cst analytique dans Di, 

On pout ajouter quo les scries forinces par Ics dcri\'ecs dc ni(}ine 
ordre des iermes dc la prcmii^rc convergent uniformenicnt dans lo 
doinaine ouvert Ij et out pour sommes Ics ddriviies coiTespon“ 
dantes de la fonclion f{oc) ('). 

11 snffit cvidcmincnl dc tldtnonlrer que cst la limilc 


(') Suit, en cflet, K(a:) line foncliun lioloinorplie clans )c domainc fermc 1) 
clout la fiontiirc cst C; la partie rcellc cic la fonetton logF(.x’) cst )og)I''(. 2 ;)( 
fjiii cst unc fonclion liannuniqiic et continue clans Ic clomaine 1)' obienii en 
exclnant cle D Ics points intdrieiirs A des ccrclcs doiit les centres soul les zeros 
cIc F{.r) et les rayons nrbiLrairemcnt petits. Lo inaxiniuiii de cclte fonclion 
li.n'inoniquc a lien cn un point de la fronlidre de D’ qiii sera ccrlainement cm 
point de G si les rayons des cercles sont assez voisins de /dro. Le module 
de Via:) sera maxiimim an niiJmo point, 

(^) Par I’CNpression converger uniforindinent dans un domainc owert D, 
nous ciUenclons converger uniformdineiit clans tout doinaine D, intdriein’ i D. 

Al. a 



8 


CIIAITfllK t. 


de ///’(a?) lorsquc n croil Ind^finlineal; or 

et, par suite, 


k\tL 


I /M-'p) P“»>’ " " p ; 


done f^{x ) — fn{^) uai forme in ent vers zero daas I),. 

Nous denioalreroas la proposilioa pliih j^enerahi suIvaiUe : Si 
line serie de fonctions holoniorpfies dims an domaine ouverl 1) 
et continues dans le domaine ferine 0, eoiwerge suv le con- 
tour C qui liniite le domaine et si les modules des sommes f,i{z) 
restent^ quel qae snit n, homes sur ce contour, la serie eon- 
verge uniformement dans le domaine ouvert li) ct a, par con- 
sequent, pour sonime line fonction holoniorphe. 

La demonslralioa rejiose sur I’cxLeasioa uu doaiaiae (’ompl( 5 xe 
d’ua iheorcnic de M. Lebesguc. Soicnl/) (x;), . . . ,/«( 5 ), , . . une 
suite de foaclions iaLogruljles ct Imraecs sur uu an; do eourlm 
simple c cL converj^eaaL vers uac foacllou f{z) sur cel are, la 
foactioa/(5) est inldgral)lc sur c ct I’ua a 

f f(z)dz = ]]i\\ ffn(z)ds (i). 

t/ (> /)■=-» (*) 


(*) SoiciU 5(s) cl '/>(s) Ics cvpressioiis des coovdoniitScs d’un jHiiiil ilo In 
courbe c cn fonction de la longncuv s do I’avc, anpposons que ce iminl (^, 'f,) 
dcci’ivc c loi’sqnc s vavic do /dto .'i /, soil cncoic 


/„(-) = P,.(L a) 

les P„ cl Q„ hont borinSs on valour absoliiii coinme |/„(^)| ol oiil dcs liinilos 
fl) ct Q(^, Ti). Or 



ds 



ds -I- /■ 



(/fj 

ds 
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ds 


el 


i'l' 

ds 


les P„ et Q„ sonl horii6s cn valeur absoliie; d'antro part 

^ 1 I I lit J 

ddpassciU pas i, done les fonctions placdes suits Ic si};iu' J , an socund inombrc, 


sonl borniics, quel qiic soil n, on module el onl I'espoclivoriicnl pour litiiiics 

cl 


i> _ n 
ds Tis 


P p. -|, Q 5^ . 
ds '• ds 


Les inidgrales out done pour liinilos les inldgralesdos funclions litniLes(n. Li.iikhumi , 
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Appliquons ce iVijulLal aux foiictious on /«(«) esl la fonc- 

lion delinia dans rdnonce; a? est siliir dans D,, liiuiU! par le con- 
tour Cji les /„( g) sont homes sur G, done dans D, et comme 

[ ;; — A* I > o les quotients sont homes dans D| ; done on a, 

si /(z) est la liinite de /n{z). 


_L _ li,n fhldlAz 

y ^ TC ^ *'27 1= ai ‘P ^ 'TC Z — " J' 

( I 


/£ = go 


done la suite fjt{cc) est conver^jente dans Dj et la function limile 


/(a?) 


r fiz)d= 

z — x 


est liolomocpiic dans D|. 

Lorsqiie cles foiictions fn{x) convergent sur le contour G sans 
qiie IcLirs ttiodulcs soient homes dans leur ensemhle, le resullat 
n’esl plus exact : on pout, par exeinple, constniirc unc suite de 
poljiioincs en a*, convergeant sur G sans converger a I’interieui' ; 
on pent, par contre, coiislruire une suite de polynoines con- 
vergeant dans D et sur G sans f(iie ces poljiioines soient ])ornes 
sur G (*). On ne connait pas les conditions auxqiielles doit dire 
assujettie la convergence d’une suite/,, (a;) sur G pour entrainer 
la convergence dans 1). 


Legons sur I’mtdgration, p. ui) 


CL 




(I’oii, on i'ein!U'([iianl quo 







n^)dz, 



(’ ) Voir P iMoN'i'iu., Sur les suites injinies de fonctions {Annalcs de I’Ecole 
Norma/e, 3« si5ne, i. XXIV, iqo 7 , p. 3u), 
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Lrs llieorenios prccodciils s’appliqiKJiU n loiil «l«)Hiaiiic a <'(in(|i*- 
lion (I’cnlpnclre par G la fronLiom aomploio dii doniiiini!. 

l-)u llic'oiTine de Weicrslra'^s, il rosulln qii’iiin: sorit! dr loiir- 
tions holomorjjhcs dans nn (Uunaiiie I) no prul rnin ri'}^('i‘ imilni'- 
inrmenl que dans iin doinaine siinplrniciU roimrxr, roiilriin 
dansD, ])iusque la coiivci’fjonrc iinifoniie snr nii roiUonr It'i’mr a 
jiour consequence la ron\'crg(‘neo iinironne s'l I’inlrririir dc rr 
cfinlour. U/ie fonction analytufue po.<isc<l(tnt f/r.s points sin 
gnliers dans D ne pourra-t an penarai, at re ropresrntvr par ht 
somme cVune scrie de foiictcons liolomorphes dans M, do po!) 
nomes, par example, qui convorperait on tons ses points rrpn- 
Hers. II Jaudra, pour repnhonier la fonction^ soil i/ilrodniro 
das series de fonclions f,t{x) /mssodanl , olios ffitss'i, des poinl\ 
sinpuliers dans V), par exeniple dos fractions ralionnoUos, soil 
ahandonner la condition d^ nniformilo de la conooiponro. 


Los families de fonclions hohmorphes hornoos. 

Si des fojiclioiis ///(a;) liolotnorplies dans un (loniainr 1), iliitis 
Icqurl leiirs modules soiiL iiircriciir.s a iiii nomln-e (ivtt indrprndaiil 
de /?, fonnciiL une siiile con\crj‘enlc dans I), la fnnrlion liniih* /\r) 
est liolomorphe dans D el la conver}>encc osl iinilomir : r'esl’ iinr 
consequence iminrdiale <lo la proposidnn di'niionlren pins iiaiil. 
i\Iais il j a plus, el. la convorycnro on ime inliniLi- dr jiolnis du 
dominne suflii a assurer la ronvcrjjcnce unlfornie dans toul. Ir 
doinaino. Slieltjes avail doju drmonlr(5 rn i8()d (') qnr la conver 
j;eiice iinJfonno, dans iino alrc coiilruuc dans' H, si |u;liU: soit-^rllr, 
cnlraine la com erocncc a rinlrrionr dii doinaine. Wons d('*nioiilre’ 
rons ipie si une siule de fonclions holonwrphes doni los modnios 
sunl^ bo]-nes dans un domaine connexe D conoorpo on n/u^ infi 
nite dc points de ce domaine ant an moins an pain I limilo. I‘ 
inlet tear a D, ecUe suite conver pe uniformdmont on tons los 
points du domaine ouvert 0. 

r.a acmcslralio,, va rcsullc.,- j,,,, 

lo»,.c, M suej.:. >. M, 
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aui. famine's tie i’oncLions liolomorj)lies a niodiile*) Ijornes et doaL 
je donne plus loin la tlemonsLration : imaginons qu’on ait unc 
lamille de foiictioiis re^'- id teres dans nii 'domain e Jd el supposons 
quc Ic module de cliacune tie ces foiic lions no depasse jamais 
un iiomhre fixe, Ic m^mc pour loiitCb les fo nclionb de la famille; 
dans ces coudi lions, dc tonic suite in/iiiie do fonclioas do la 
famille, on pent exlrairc unc suite nouvclle eoiiverj^eunl uutforme- 
tnenl dans Ic domaine otivcrt Jd vers unc fonction limitc necessai- 
reincnt aiialylique. 

Supposoiis floiic q id 11 lie suite de fonclions 

hornees en module, dans le domaine D oti elies son I regtiliercs, 
convergenL pour one in(iiute de points ajant au moins iiu point 
limile P in ter i ear a D. 

De la suite ,/«(.'2?), on pout extra! re nne noin’elle suite 
//ids’ll 

<jui converge uniformeineiil dans Id t’ers unc fonction analytique; 
je peux dc monic, dc toiitc suite iniinie do fonclions tirdc de la 
suite cxlraire nne suite nouvelJe convergcaiU imiformciuenl 

duns Id. Toutes cos suites convergentes out les niemes Aaileurs 
I i miles aux jioinis 011 la suite converge; il en re, suite t[ue 

Lmi’s fonclions Jimites, tpii sont holomorplies dans Id, sonL egales 
au point P et epic toutes leiirs derivees de meme ordre sont aiissi 
ligalcs en P. Ces fonclions sont done idcntiques, piiisqu’elles onl 
Ic mcme dlement au point P. 11 re suite de la que la suite /u{^) 
converge uniform emeu I dans le domaine ouvert Id vers cclte fonc- 
lion limile coninuiney’(a;) ; car s’il en etait autre men l, il exislerail, 
un iiomJjre s et unc infinite de fonclions, 

d'/I •“•I ■ • •• ( 

cxtz'aites de la suite /«(x') cL tcllcs quo pour chaciine d’cllcs 

il y ait au moins un point (' ), intdricur au domaine D^ intcrieur 

il id, pour lequci 

|/(.r) — I > s; 


(') Et par coiiseqiienL 1111 pelil domaine ciUotiraJiL cc point, pius<iuc /,///„ “ionl 
conlinn&s. 
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(Ians ces conditions, il serait impossible d’pxtraire de la suite 
line suite nouvelJc convei’gciint iiniformemcnt vers /’(A’)dans le do- 
inaineD,, ce qiie nous no pouvons adincltre. Done la suite ///(-??) 
converge unifornuimeut dans tout doinainc inlcirieur a D. 

J’ai i’(5serve la demonstration de la prcjj)Ositloii fondaincntale 
relative aux fonetions bornces, proposition que nous aurons sou- 
vent a utiliscr ( ' ). 

Soit done une fa mi He de fonetions liolomorplics dont le module 
lie de passe pas M pour tons les points de D; nous \ onions d(5mon- 
trerqii’o/i peat former avec les fonetions de cetlc familley line 
suite infill ic com'crf^eanl uniformement dans D. 

Supposons d’abord que le domaine D soit un cercle dc rajon H 
et soit D' un ccr<de conoenirique de rayon p < R. Bans ce cercle, 
cliaque fonctioii de la famillo est develop palile en s(3ric enticre. 
Ciioisissons nne suite infinie quelconque dc fonetions de cette 
famille, soil 

la suite consider( 2 e. 

On a, pour la fonction fp{cc) ct danslc cercle D', 

/„ ( .r ) = H- <7 a: + , . . -f- « Jbr P + . . . , 

avec 

d’apr(;s I’indgalile fond amen talc relative aux coefficients dc la 
serie de Taylor. 


(') Cette proposiLion jouc pour Ics families de fonetions analyliqucs borndes 
en module dans un domaine, un vole (Equivalent celm ((ue remplit pour les 
families dc fonetions dgalement conlinueSy la proposition analogue de M. Ar/elfi. 
Cette derm (Ere a (Etc utile, en part icii her, dans la ddmonstvati on de M. Hilbert 
du pnneipe de Dlriclilcl ct dans les reolierches de M. I^cbesgiic sur Ic probleme 
dc Plateau Tout r(iccnimcnl, Ic llxEorcme relalif aux fonetions analytiqiics a 
dte emplo)'(5 par Rt. Konbe dans ses travauv sur I’unlfovmisation dcs fonetions 
ct par i\I Hilbert dans une Note sur les dqitations intdgralos. 1) 'ail I curs, dcs 
fonetions borniEcs en inadiilc sent (Egalemcnt continues, c’esL-u-dire qu'a chaque 
nombic s, on pent Cairc correspondie un n ombre a tel quo la clilTiEroncc 
ait un module infiirieur A e, quelle que soit la fonction /(.r) 
de la famille, pourvu que la distance ties deux points ai et a;' inUrieiu's a D no 
diipasse pas ct 
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Si I’on pose 

Uy5(.r) = aj;^, ' -i- «“+2 4- . . . , 

on aura, pour tout point r clans D', 


•23 




el le second niemlu’e sera iiifc^rieur a e; si I’on prencl p assez grand; 
on aura alors, quel qiie soil ?i et quel ([uc soil x dans D', 

p dlant sup^rieiir a un noinbre y^o, independant de n, 

Gonsiderons maintenaiil I’eiibemble des coefficients je dis 
qu’on ]3eiU U’ouver ime suite de noinbres en tiers croissants /i|, 
^^7? ‘'M Icis que la suite 


'!> ) “/) ( 


tri, 

i> ’ 


ail line limite linic A.^, lorsqiic q eroit indefiniment, el cela, quelle 
que soil la valeur fixee pour/;. 

En efTct, les modules des termes de la suite 


^0 » ^0 » ' > ^ u ' 


sont inferieurs a JM, soil Ao, line des valeiirs limiles de cette 
suite ('); on pent done, de la suite c/'b extraire une suite 


(I) 


«o ? y ^^0 > 


convergeant vers Ao. De mdme les tenues de la suite 


» ^1 » <^1 ) 


sont, en module, inferieurs a on pent, de la suite des «), 
extraire une suite 




~/ii n'i 

“I ) > “I ! I 


(‘) En d’autres Lermes, Aj est iin point IimiLe de I’enseinble des points a',‘. 
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coiiv'ci’gcaiil \ ers inio limiLc A|. IJe nuhne, cl(! In Miilo 
a'h, rtJ'S af 

on pent exirairc iiuc suite 

(^) (r'‘\ a:;\ 

ayaiiL pour 1 ill! ilc A3, .... Kii conLiniiant ainsi, nii iIiiliniL une suite 
de noinhres enlier'i croissants 

/I I f < M ' • 1 

ids (jue la siiilo 

(p) uii', ••• 

ait pour liinito un nomlu’c Ay>, pour Louie vale nr do /;, lors([uo r/ 
croit inflefiniinent. Eii eiroL, pour/j = o, les ici’ines dcla suite (/>), 
ajant de dioisis parmi ceux de la suite (1), doiveiil a\'oir [)our 
limite A^; ])Oiir = les Lermes de la suite (/?) out pour limite A,, 
piiisqu’ils font parlie de la suite (2), et iiinsi do sidle, Gonsidi'u'ons 
maintenaiit ia sdrie 

/(.-r ) = Ao + A 1 ,r . . . 4- A/,.'!:/' -h . . . , 
die esL eon very elite dans D'; on a, cn diet, 

= lini I a"ixP -4 a"'! x!‘ a’*i , I - ^ 

P /'t-i ei* I - 

et eelle ineyalite a lieu inrsque p esL .superieur a pour mute 
valeur de h. On a done, en jiosant 

np(,r J = A H- . . . H- Ay, 4./, xP -l- . . . , 

P>Po> 

J^a serie dont les coeflieioius sonl Ay; iTqiresenle done tine fono- 
lion liulomorplio dans le cercle D' el, par consequent, dans D, 
puisque la determination des Ay, nc depend pas do p. 

.Jo dis quo la suite des fonc lions 

a pour limite f{x)^ uniform dment dans D'. 
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Supposons /> >y;„ ct soil 

) ~ ci'I'LrJ', 

} ~ ^^0 “f~ 1 ■+' • • • [I • 

S'J'?(.c) converge iiniforniciiiciil Acrh S/.^(:z;), thins D', pulsCjue les 
cocf/icienLs du premier poljiionie onl [loiir limites ceiix du second, 
done, pour </ assez grand, on aur.i 

I S,<(a’j — S"/(.r)| < e, 

quel qiie soll.r dans D'. D’ailleiirs, 

I [ < j 1 -H I | < U, 

puisque /^ >* /?o ; done coinme 

/«,(*'") = -l- Rj^(-rh 

/(a:) = S,,(a7) H- R/, 

on aui'{\ 

— /„,(.r;l< u 

si <j csl {i.ssez griiiid. 

Supposons maliiLcnanl que D soil iin clomiiinc liinlte par an on 
plusieni's conloiirs; faisons deplaccr un poliL cercle dc rayon S dc 
manicre que sou centre decrivc suceessi vcinenL Ions ics contoiirs 
llmltant D, et soit J)' le doniainc, unique si o esl assez pclil, 
obleiin en siipprinianL dc D la parlie de ec dernier domaine qui 
a (5lc balayde par Ic petit ecrcle, Autour dc eliaque point du do- 
niaine ferine lra(;oiis un cercle ajaiiL cc point pour centre et 
tel tpie loutes les fonclions soient regnlieres a I’iiUerieur et 
sur la circonference du cercle. II resiilte du lli(5orcnie dc Borcl- 
Lebesguc, qii’oii pout recouvrir entiercnient D', a l*aldc d’un 
noinbre fini ft de ces cercics : soient F,, Fn, Fx, les ccrcics 
conserves el-yi (^), . . - , fn{^)y • • - j suite de fonctions prises 
dans la famillc considevde. Je puis Irouvei* une siiilc 

exLraile de la suite /’«(ar) el qni dans F,, converge uniformeinenL 
vers une fonctioii limitc; de la suite (j?), je pciix exLrairc une 
suite 
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qiii fhiiis Tj converge uiiiformcmciil, cl qiii, par consc([ucnl, con- 
verge uni form omen t dan.s Fi cL Fo, on pent oonlinuor ainsi cl 
(liMinir line suite extraile tie la suite qni conver- 

gera iiniformement clans F,, Fo, F;;, c’esl-a-clire clans D', vers 
line fonction necessaireinent holnmorplic. 

Donnons inaintcnant an noiiibrc 5 unc snilc do valours Oj, 
oj, 0 ,, ... clccroissant jiisqn’a zi-ro et soieni I)',, D,., ... 

les cloinaines D' eorre.spoudanls 

On ])cnt (lofinlr uiio suite y|(a7), extraile cle la suite ,/«(•?') cl 
qui converge clans D' ; dc ccllc suite yj (a:) on pent exlrairc la 
suite y;(.^;), qui converge clans D^, ...; dc la suite qi'i 

converge dans D'._| on pent exlrairc la suite f'„{x) <jui converge, 
en outre, dans D'. La .suite 

yfc-'p). yiM'-r), ..., y;.(.r), .... 

converge dans le clomaine ouverl D el uniforjudinenl I'l 1’inlc‘ricur 
cle D, car tonics les fonctions cle cette suite apparlienncnt t\ 
cpiel que soil /*, au inoins a partir de la el, par conse(|ucul, 

la suite converge dans D' , quel cpie soil /’. 

La proposition est done <5tablie. II en riisulle, evidciniucnt, que 
si Fon a une fainille dc fonclions boloinorplics el bornecs clans Ic 
domainc D, cle toute suite infinie de fonclions cle ccLLe famille, on 
pent exlrairc une suite nonvellc coniergeant uniforindincnL a Fin- 
terieur cle D. 

Reciproquement, si une famille de fonclions analyilqucs 
dans D possode la propricte que^ de Louie suite infinie de ees 
fonctions onpuisse exlvaire une suite nouvelle ay ant une f one-’ 
lion limite^ le module de loiites ces fonctions resle inferieuv d 
uii nomhrc jixe^ dans lout domaine inl&rieur d D. 

Soil D, un domaine interieur a D; si les fonclions do la famille 
n’onl pas Icurs modules bornes dans le domainc ferine D,, on pout, 
quel ipic soil Fentier/3, trouver uiic fonclionyy,(a 7 ), pour laquclle 
on ail, en iin point de D,, el inline dans un petit domaine ciUoii- 
ranl ce point, 

iy/>('»)l >/>. 

Par liypothcse, de la suite 

fd^h ..., y„(a.’), ..., 
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ainsi d<*fime, on pent exlraire line suite nou\eUe convergeanL 
uni form enient dans l-)| Aers unc fonction liolomorphe/(jc), soil 

cetle suile convergente; on aura pour q assez grand 
d’ou 

done a, f[uel cjue soil cj, son module Lome, ce qui eonlredit 

I’lijpolliese qu’ll y a un point de D| oii 

On nc pent done pas supposer que Ics modules des fonctions no 
soient pas borncs (*). 

Voiei unc conse((uence ti'cs simple du theorome sur les fonc- 
lions born<5cs qui nous sera utile. Soil /{i^ -r). unc fonclion des 
deux variables t el cl supposons f|ue j)our clnupie valcur reelle 
de t comprise cnlre o el i , par cxemple, la fonclion x) soil 
liolomorplie dans un domaine D; en outre, 

|/(/,.r)I<M, 


quel que 
l^grale 

(0 


soil I entre o cl i el x dans D; dans ces conditions, I’in- 




repr^sente une fonction liolomorplie de x dans le domaine D; 
cetle inlegrale esl, cn eflcl, pour cbaipie valeur de .i’, la liinile de 


(’) On pent doiiner au tUeoreme sur les families clc fonclions borndes une forme 
plus gdndrale; s’ll cxiste un nombi’e a Icl qiic pour loule fonction /{x) de la 

famille Ic module dc /(.r)— -a ^011 de f si « = resle superieur a un noinbrc 

five independanl de /i, on pourra former avee Ics fonctions de la faindle, une suite 
convergeant iinifortneinent. IDn d'autics Icimes, si I’cnseinblc des points icpidscn- 
lant Ics valeurs de lontes les fonctions /(x) n’est pas dense dans tout Ic plan, la 
propridte subsisle. Pour la demonstration, voir Sur len suites injinics de fonc- 
tiom {^Annales de I’Ecole Normale, 3 * serie, t, XXIV, 1907, p. 309}. 

Je signale aussi, en passant, que les propositions etablics dans ce paragraphe 
s’dtendent aisement aux fonctions harmoniques 
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la suite <ie fonclions hol()nlOt'})llO^ 




/( 0 , .r ) - 1 -/ L , .r) - 4 - . . . -H/ ( ^ , . 7 ') 


et ces foiictions soul l)oruccs pitiscjiK! 

Pliijj geiieraleiiiciil, siip})osons cpi’ori all 
/(/, .r) = <p(f,.r)V(/), 
ip(^, A’) est bornde clangs 0, 

I 9 (^, a’) I < ftl 

eL V(/) line fonclion qiii petit devenir inliiiic, nials ipu ostali^nlii- 
mcntiutegrahle : end ’a litres Lerines, / | V(/) [ r// a mi sens. D.iiis 

eos conditionfj, il e.st facile cle voir qiie I’liiLegrale (i) a iin sens 
jiour cliaqiie valour de oL rcpresonlo uiic fonelion holontorplu*. 
11 nous siiffira de le nioiitrcr pour le eas ou V(^) devieiiL Iiditn'i* 
pour line sen le valour c/ de I (o^afi). Par liypo these, on a poui’// 
assez grand 

i_ 



s etant tin nonihre positif arbitral re. Soil 

1 

* jtW 


on a 


done i’inlegrale J f{tya;)dx a un seni»; eile repn'.seale 


mie 


fonctinn hoJomorphe, puisque e’est ia iinilte de la suite uniforme- 
nioiiL convcrgcnlc des do mdme J At, A'l-f est line 

fonction lioloniorplie : la proposition esL etablle. 
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EnHii, on voil facile men L cjiie Ics vuj^iiltals precculents siihsisleju 
bi la fonctmu J\t^ x) csl definic pour clcs valcnrs complexes de t 
cl si rinlcgralc csl elendue a iin arc de courhe recti fialjle Iraeec 
dans la region du [»lan dcs I ofi la fonctioii /(^, .f) esl definic el 
\erifie les conditions iiilrodiiitcs plus liaiit. 


Les series de polynomes. 

Les series do polynomes apparalsscnt eominc one generalisation 
natiirello dcs series dc puissances; inais, tandis tju’iine serie de 
Taylor converge neccssairomcnt (rune inanlere uniforinc dans soil 
(Ti'clc dc convergence, une serie dc polynomes couvergentc dans 
un doinaine no converge uniforjnemcnl qiie dans certaines regions 
de cc domaiiie et la soniine de cetlc serie pent rcpr(5senler soil une 
fonelioii analyliqiie, soit plusieurs ou inenic unc infinite de fnne- 
lions analyliqiies dislinctos. Par exemplc si la convergence esl uni- 
formc el le domaine coniiexe, la soniine csl iiiicfonction liolomorj)lie 
dans CO domaine, el reciproqueincnl, nous verrons qiic Ionic foac- 
lion liolomorphc dans iin domaine peul etre re|>i*cscnlee par la 
sominc d’«>nc serie de polynomes uiilforinemcnl convergenlc;* l^ir 
consequcnl, pour ohlenir des j>roprielcs precises ties sommes dc 
idles series, il sera necessairc 4l’cn parliculariscr la forme cl dc 
Ics separcr en families unies par des proprields comiiiiines. Nous 
adoplcrons la classification, inlroduilc ]iar Af. B(»rel (') el nous 
disling uerons en classes cl cn culegories les series de {»olynoines. 

Soit line serie de polynomes 

P] {x ) -t- p2(A" ) -H . . . + I^H (.t‘ ) “h . . . 

dans laqucllc on pent toujour-, siipposcr tpic Ic polynome P/,(.r) 
esl de degr(5 

. .-4- fl/f.r/'-H. . .-4- 

cL une autre sdrie 

Qj (a’) -4- Qsfa?) 4-. . -f- Q h (j?) -t- . . . 


(') E. Bonci,, les se’ries de polyno/nes et de /racUoiis yaiionnelles (.icta 
Mathenmtica, l. X\1V, igoi, p. 332). 
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avec 

Q„ (^.t) = -i- bl .r + . , . -4- b>,\ a?/' -4- ... + b',\ x" , 

hi' 

le I’apporl ■— cles oocfficieiUs dc la mdme puisbance de j? dans les 

«{l 

lermes de in me rang depend des deux indices « et /?, nous consi- 
derons le cas on ce rapporl nc depend que dc I’un de ces deux 
indices. 

i“ fjC rapport ne depend quo dc n‘, on a 

K=^cr,a>l 

et par suite 

nous dirons f[uc les dciiK series apparlicnncnt a la mdme cate- 
gorie; unc serie dont le terinc general cst Prt(.r) diilinit line ca- 
tegoric dc series olitenucs en reinplacant tians la premiere Prt(<r) 
))ar 

Qm(.'p) = 

les c« elantdcs nombres quclconf[ucs. Si aucun des c„ n’esl mil, 
on aura anssi 

et la categoric delinie par les Q«(-r) sera idciiliqiic a cellc que 
les P„ (a?) dolinisbcnt; chacunc des deux series esl un rcprescntaiit 
complet dc la categoric. Si plusienrs des c„ sont mils, la seric (.r) 
definit une cati5gorie contenue dans celle des P, ,(.*•). Nous etudie- 
rons dans le Gliapilrc 111 des catiigories imjiorlantcs dues a 
M. Faber. 

1)1' 

2 " Supposons maintcnanl que le rapport ~ nc ddpeiidc que 

Cl), 

de p, 

bi;,^c,,ai;,\ 

Qh(a’) sc dediiitalors de Prt(a;) par la substitution do CpXP a 
nous dirons que les deux series ajipartiennent a la nnbnc classe. 
Si aucun des Cp n’est nul, les deux series P«(.£‘) el Q/i(y’) deli- 
nissent la nniine elassc doiil chacunc d’elles est un representant 
complet. Si certains Cp sont nuls, la classe ddfinic par les Q«(a?) 
esl conteHuc dans la classe diilinie par les P«{j;). 

Par exeinple, les devcloppenieiiLs de M. Mitlag-Lefflcr, conver- 



3i 


TinionrhiES gen'krvuv suh ij;s fonctions anautiquks 
geiiLs (Ians cles etoiles recllligncs (‘), formenl uiie classe cloiil on 
obticnL iin represeutanL ooinjjleL en dovclop})anL ^ ^ ^ (3ii S(5rie de 

poiynomes convei’geant dans Ionic portion (hiic du plan 

(|ni n’a aiiciin point coinmuu avec le segniciU rcctiligne (-f- i , co). 
Do jin^me les develo|)penicnls dans Jcs (iloiles cun'ilignes de 
M. Painlevc formenl au.ssi des classes de senes de pol)noines (-). 

Les series de puissances forinent soil line classe, soil uiie cat(i- 
gorie, doiiL on pent prendre coniine rejiresenLant com pie I le devc- 
lojipenient do - eu serlc de Mac-Laiirin. 


L' tilde de cer tames classes de series de 7' ay lor. 


Les series de Taylor dont il s’agit ici sent de la forme 

(i) au^oM- rtiijir + aib^cr--^. . .•+ anb,^x‘^^^--• . . ; 

en laissanL fixes soitles a,,^ soil les on aura des classes particu- 
lieres. Nous demon trerons, au sujet des fonc lions analjliqiies 
d(51inies par de lels clcnienls, des tlieorcmes fondainenlaiix dus h 
M. Hadamnrd. 

Siipposons crabord (jidon ait 

do 


y (t) etant une fonc lion de la variable I’celle / telle qiie I’inlegrale 

I I V(i) \ dt ait un sens. Dans ces conditions, la fonctioii F(a’) 
do 

ddjinie par V element (i) est holomorphe dans V e toiler cc till gne 
de la fo action 


(‘) On appelle etoile rectdigne relative a un point 0 cL iinc foncLioti /{ .c ), 
I’ensemblc des points M du plan teU quo le segment OI\I nc ctinLicniie aiioun 
point siiiguliei’ de f{x) \ en tl’aiUi'es leniics, c’esi I’enscinble des points qu’on 
pout atteindre, en pai'laiU du point 0, jiai un pmlongcmcnt analj tKiiic iceliligne, 
L’eloile ciiiviligne s’obticnt en rempla^ant le segment OiM par un are de coiii'hc 
ayant ses extreinites en 0 et en M et seinblable ii un me de couibc fixe. 

(’) Voir les Let^ons sur les series divergenies de M. Borcl, p. i5G, et la Note 
de Painlcve dans les Logons sur les fonctions de variables rcellesAe i\I. Dovei. 
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Si V(^) e.sl holoinorplu; dant: an doniatne conte.nanl le segment 
rectiligne +i), In fonctioii ne peal avoir^ dans lout 
le plan^ d'anlres points singulters rjue cettx de J\x) ('). 

Soil a un point ^ingullcr do y'(u'), proiongcoiis la droilc 0« 
,iu doia de a jusf|ii'a Tin (ini (‘Lsiippriinonti du plan le se^inenl (a, oo) ; 
snpjjObons cctlc opei'alioii eirccLiuiC pour (duujnc point singiilier, 
Ic domaine D rostant apres la s(i[)pression desi seyinoiiLs constiluc 
I’etoilc rcctiligne de la fonclion /'(^) ; je dls qiie la i’onetion 
esi, coinnic la i’unelion /'(./’), lioloinorplie en toiih les points de D. 
Decrivons nn cerclc Y do ecnlre origine cl do rayon /;, ot aiilonr 
de cliaque point singiilier des cerclcs y ayant ('cs points pour 
centres et ^ pour rayon; les cercles lioniollieti(jues a J’lni des 
cf■rele^y, le centre d’lioinotliclie etani al’origine el le rapport supe- 
I’icur ou <'gal a i l)alaienL une aire d vSoil D/, le domaine olilcnii 
en suppriniant de rici, points conlcnus dans les aires d. Lorsqu’on 
fait croiirc/?, tons les points de D entrcnt dans le domaine 
Dans le cercle de convergence de on a 

// ST flO 

=V a«^«.r« f 0 = 


et 


j ft - M j 

f f Y(l)t'<dt ='^naba(i''> ^F(x) ( 2 ), 

*-'o < 'o 

» - 0 « 0 

Or I’integrale 

*'a 

rcprdsenle, enniine nous I’avons vu, une fonetlon ljoIomor])he 
dans Dy,, la proposition est done elablic ('*). 

{') IIAJJAMAIID, Emti iiir les Jnnciions do/i/iees jutr hnir dweloppvmont 
da Taylor {Journal de Mathenialiqiie’i, .p sonc, I, VIII, ]i. i(i 3 ). 

( = ) Kti cITet, SI Y{t) esLboriaie, la siirie \'{t)f{tx) esL nUegrabte leriiic t Lcrme; 
''I V(/) peut devenir infinic, on ddmontre aisetaciU, en veniarfiuaiU qiie V(<l) 
esl absoliiment integrabic, qiie I'inlegralion lerme a icriae esL encore Icgiliinc. 

C) II suflU mime de biipposcr quo / \’{i)dl ait an sens, ou encore si 

do 


• • = ^,r-l 


0, qnc r liV{t)dl ait iin sens. Voir |i’Ai)iji, Ueber die 
«^o 

Pot LselzbarKcU ^cirjsser Taylorischer Ilcihcn {Mullu Annalen, lid. LVII, looS, 
P ''ibi)). 
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rnh:oRihfKs guneiuuk sLfn i.es I'ONcriONs anaiatiques. 

Si la foncUon V(/) est liolomorplie dans un doinaiuc o con te- 
nant le segment (o, i), on pourra rcinplacer IMLoile rectiligne D 

par line etoilc ciirvlligne, de sorLc que ics rajons prrcedeinmenl 
cxclns a])parai trout comine des con pit res artilicielles et que seals 
Ics ])oiiits singiiliers de J\jc) poiirront etre des points singnliers 
lie En ellet, on pent, dans ce qiii [n’ceede, rein placer rinte- 

grale / V [t) J\tx) dt^ cHenduc an ciiemin recLiligne, par une 
do 

inlegrale etcnclne a une ligne rectifiable /, alia n I du point o an 
point I et contenue tout entiere dans le domaine o. Soit encore a 
nn point sing n Her de J\x), x nn point quelconquo dn plan, pour 
qnc f{tx) soit reguliere an point Mle /, il ne f'ant pas tpi’on ait 
lx — e’est-a-dire x~~', les jjoints x c\elus seront done situes 

sur les lignes L« decrites par le point lorsquc le point I 

diicrit la courbe I : constrnisons d’abord la ligne Ldeduitede / jiar 
la transformation x~j\ !>« esL une conrbe semiilablc a L, dans 
laqiielle le point a correspond an point i de L et le point O se 
correspond a lui-indme ('). 

Void main tenant nn ihiiorerae plus general, egaleinent ch'i a 
iM. Iladainard. Soient les deu\ fonctions j\x') et ip(.r) definics par 
les eldments 

fix') = /-io-i- «i a; -t- . . 
o (.r ) = •+- ^ I ■+'.,.■+• b„ .r« -t- , . . ; 

les rayons dc convergence de ecs dctix scries I'Laiit respcclivr- 
inent R ct R'nonuuls, la fonction V{^x)definie par V element (i) 

~ (i\h\X > .-4- iC/i b/iX'^ -i- , . . 

ne pent a\>oii\ dans Lout le plan^ d'aitlrc point singidier cjue 
les points a des ig nan I Vaffixe dUui point singulier de f{x) 
el p daffixe d'un point singulier de <f{x) (^). 


(') II linportc qiie Ics lignes ne sc coiipcnt pns , par e\eiiiplc, on ponna 

prendre pour /, un arc dc spiralc ]ogarillinu(|iic enroultSe aiUour dc 0, les L„ 
seront nlors des arcs dc spirales, issus des points singiillcrs a. J'ajoutc qtic duns 
I’etude de riiUegrale ciirvi ligne, il siiffll de siipposer qnc siir la coiirbo /, 
M (0 tende veis z^ro avee I et(i~^)V{0 teiulc ^crb zero avec (i — 0- 
(’) 11 vdamaud, Un theovenie sur les series onlieros (Ada malhemalica, 

t. .\xri, iSijS). 

M. 
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Noih su})])Oticruiis, pour pins do cliirld, (pu! l('h Coiioliniis /’(./•) 
el o[x) n’oiiL quo (los poiiiLs singulioi'^ isoli’S, 1 ()ii> nn 

cercle V <lc rcnlre oriyiiKi el do niyou H, (>1 iuiHmr d(' 

c]iaf|ue point 7, roniiiu; (;oulr(!, iiu p(!lil ('('iMdc' Yl nous 
mi jjolul do la cireourorciic'O do y a uii j)oiiil d(! la <‘ir(‘nur('i‘('iu‘<! 
do r par line lij^ne I hiipposee pareonme deux I'ol^ dans dos s{'ns 
oppos,da cle inanlere a former niie eoupnre a d('U\ hords. Sid I (1 la 
llj^iio formeo j)ar les cii'i'ouferoneeh y i‘l T, el les lij^nes /; ( '. liiuiU' 
nil duinaiiic ferine D t>inipleinenl eomiexc, dans ItMpnd J'{x) ('sl 
lioloinorjihc. Considerons l’inLe}^rale 


(■i) 


F(.r)- 




f / z 




J{oc) esL r(5^uliore bur le oonloiir (1; si )'ns iv^nlien* 

on nil point j dc eo eonloiir, e’esl qu’on a 


X -- [i ; 


alors X esL siUi6 bur lo conUiiiv (ip sonililalile a ( ’< di'erit par le 
jioiiU x~z[i Inrsipie, ^ reblmU (i\e, le poinl ^ deeril (d { esl 
forme par iiu cercle L'j^ de eeiilre ori^ine, des I'endes yp a)anl 
pour cenlrob Irs poiiUb el dos li^ncb l\\) si of.r) a nn sen! 
poult sin|^ulicr le eoiiLonr liinili; nn doniaiiK! l)jj seni- 
lilalile a D, el si x osi a I’iiUerionr de ee doinalne. e| z siir (I, 

la foiielioii esl re^ullerc ei l)orii('n>. Si a(.e) a plubimirs 

poiiita sm|iullerb p', fi", ... raiij^db dans I’ordre des niodnle.s 
noil deeroissaiils, on laissera x a I’inlerienr du doniaine limile 

par lo eercle Fp, les cere les y^, y^,, y^^ dc, cenlres 7 ,[i, 7 [y, yp", ... 

qu il conlienlel leblij^iios /p, /[r, /p;, . . . I'orrebpoiidanles liinileesa 
IcLii's jminls dc reneonlre avoeFp; ms doniaine exisle bl U iM a.ssez 
^o’aiid CL ies rayonb des ecreles y asse/. peiits; ,r elanl dans ee 

domnine I3[j ol 3 sur C, In I'oncUtiii <f .sl cl, |,„nid(!. 

Doncl’intcgralo ( 2 ) rO|,rdseulc imci foiidiim (I.iiih Di. 

Calculous maiiUcnaiiL Fdlemeiil a Forif>ine de P’(.r). 

Nous pouvoiis rcinplaceiy pour clnupie valeni' de .r, le eou^ 


(M Uiic iiUiigi'alr tie cetlc forme avail tliljfi cul coimnlt’rtir 
moires cles SaeaiUs c(ran{jcvs, i, I, iSoii). 


Jiar I’arstntil {J/e- 
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lour C par celiii cl’iiii cercle C| tie centre online el de rayon iiife- 
rieiir a R; nous supposerons cn outre qiie dans ce corcle ^ •< R^, 

ce qui cxigc |.i^| <C RR■^ les louctions /{z) el soiiL detelop- 

pables cn scries de Alac-Laiirin el Ton a 




car la scric J{^)> t^ouvergcanl uniformcuieiiL sur la cir- 

confertMicc G) est integrable terme a Lenne. Mais d’apres la for- 
inulc roudaineiilale de Cauchy 


done 


•ilTl + ' 

fi = 00 

F(.r) = 2 


ce qui nous inonlre que la fonclion holoinorphc dcfinlo par rinle- 
grale dans Ic domainc Op esL le prolongcmenl analjUhpic de la 
I'onetion dclinie par I’elcnicul (i). l^e rayon du cercic F cl ceux 
dc.s cerlcs y t'Onl arbilralres; il cn esl de incme «le.s lignes /, il cn 
resiiho iimnedialcnicnl que, dans lout lo plan, les seals points 
singuliers possibles dc F(a;) soul les poinls ap. 

La deinonslratioii que noiis avons laile esl relalive an plan ties 
dans Icquel on a trued tics coupurcs no pcrinellanl pas tie touriicr 
aulour des points a^j ccs lignes peuveni clre siippriindes dans les 
denionstrations lorsque ni le point a n’esl crilique pour/(.r), ni 
le point P pour (p(a;). Dans le cas contraire, on voitque la demons- 
Iralion ne s’apjdiquc qu’a la branclm de la Ibnclion tlclinic 

a Torigine par I’cldnicnl (3) el proiongee dans le plan sans tra- 
verser les CO u pares. 

Le resultal de M. Iladamai’d esl ccjicndant general el la fonc- 
lion F (x)^ considcrec dans tout son domainc d’exislcnoc n’a d’autre 
point singulier possible que les poinls «p ou le point o qui pent 
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tHre singiilicr pour Ics Ijranclics (Ic lu foncliou I' (•2?) ([na- 
celle represonloe A I’ongiiic par (')(')■ ^ ^ 

On voil ai' 5 cineiiL comment la fldnionsH’ah'nii poiil clrc nun uu t- 
lorsqne les points a cl ^ no sunt ])liis i soles; si par ex cm pic los 
points 'j forment unc con pure non lermcc S, on I'cnqilacera Ics 
cercles y pai' un contour cntouranl cclLc li“nc qu on rciiera .i 1 
par une ligne 1. Mais si rune dcs fonc lions, / par excmple, ad mot 
line con pure fermec, on sera amcnc a ex dure du plan dcs des 
domaines dans lesquels ]iourra peuL-elre etre |)rolon[;ec 

puisque Ics points sonl sculemenl des points siiij^uliers pos- 
sibles, el admellre des points suiguliers (-). 


(') Pour In ddnionstmtiori, voir unc Note do Mi Poain,, Stir fc<; siiip'u/<ti'ili'\ 
cles series tie Taylor {liidletm tie la Societd mathdmaUqm do Fraaer. 
1 . XXVI, p. 238 )« et G. Faiich, Bemerlungen zu cincm fanrAiouenlltcorvtisvhen 
Saize des II. }Iadaina}d {Jahresbcncht tier dctUsche malhemolihcr Verrt ~ 
nigung, Bill XVI, 1907, p A oici un r\i’mplc tiiniplr du ons 011 tj pniL cUrC 

siiiHulicr* Soit 

° « =* JQ 

n~\ 


on tuiia 


F(a>) 


11— .XI 

__ x" 

~~ Jmmk }d 

It — \ 



I 

1 — X 


d.v , 


ceUe fonclion Ffj) adinet le point, singulicr i cL to point singulicr o {umr Ich 
iii'dnches aulres quo cclte qni s’annule A I’miginr. 

(’) Voici nil eveniple da i\ M. i'^ibcr (/oc. eit.). Lfl four Lion 

<^(x) = J -h .1;* -U a;-’ H- . . , -P 1®’'' + . . . 

lid met son cercle de Lutnergcncc dc rayon j com me coupuri’ : cn cO'ct, si nous 
suppnmons ies yj u- 1 premiers Icrnies do in siirie, |c rrsle aura les itiiUiics sin- 
gu/aiitds tjue Or tons les exposauLs ties lormes dc cc rcslc sonL di visibles 

par af'+', done si csL un point singiiiier du cercle dc ronvergcnce, tons Irs 

ik TC 

points x^e dc cr cercle sonl aussi singiiliers; or ces poiiils formcnl un ciiscuiljlc 
dense sur Ic cercie. Les coefficients de la serie il/t.?;) dlanl tons positifs, on pciil 
prendre ici ir„= r. 

La fonction 

«=:as 

/(^) — -t-Kic) ^ a„x'‘ 

7lr=0 

«„=:i SI II n’est pas unc puissance de 2 et a„=2 si n~ 3)') adinet aiissi rc 
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M. Boi’cl (' ) a ajottlc a ce Lhuori'me le conipItMiieiit suivanl r La 
nalurc de la singitlarile da F (-*;') au point c/^ depend exclnsi- 
eement de la nature des sinf* ulovitth de f(x) en v cl de<^{x) en^. 

La dcmonslration repose suv I’rliule de la nature dc la transfor- 
mation (|in fait correspondre la fonction F(^’) a la fonclion/(a:). 
Si on laisse ii\c la fonction ©(a')i nous poiivon'> deduirede cliaquc 
fonction analjtiqiie J {jc) one fonction analytique F(.r) donl la 
forme depend de celle de /(a‘); noire Iransforniolion esl done 
line o]>ei'ation fonclionncllc clcette opi^ralioii esl ■?//•//> ///A'e (-), 
c’csl-a-dirc quo si dc J\ (.r) el dey’2(.r) on dednit Fi {x) cL F2(a?), 
de la fonction on dddnira F, d-F^. Si Ton d( 5 signe par 

H(y’, a) I’operalioii considcree, on aura 

I*(/i^-/2,®) = 11 (/n llf/21 'f)' 

Siipposons done qiic /(or) ait iiii point singiilier en a, on pent 
j>os e r 

/(•■») -fdx) -1-/2 (.r); 

/i (ic) esl reguliere dans tout lo plan, sauf en a, ou ollc a la memc 
singnlarilc qae f{x) cL J ^{x) cst reguliere on a (’). 


inemc cerclc cic itiyon i coniruc (ioiipiirc. Soil 


;i = 00 



/l =:0 






9(37) admcl comnie coiipui'c Ic ccecIc de rayon i. On a ici | ap | = 2 ; or 





adtiiel le |MnnL singnlicr a? 3. II csl vrai t[iic, pour fnirc disparallre ccltc cveep- 
lion, il siiffiL tie considdrer coinnie points biiigiilters do f{x) cl dc 9(07) non 
seulcniciit Ics points fronitercs des domaincs d’cxislcnce de ces foncUons, iiiais 
encore Ions (cs points qiii n'apparliciinciil pas a ces domaincs. 

{’) Loc, cit. 

(*) Voir PiNciiLnu:, Sitr le calcul fonctionncl ilistribuUf {Math. Anncileti, 
l ALTX, 1^97) p. 325). On devrail dire distributive pai’ rapport ^ I'addilion, 

Je dts qne/i(.t7) ii la mime sirigularilti qiie f{x) en a lorsquc la tltlTi- 
rcnce / — csl regiilicrc en «; I'cxistcncc dc la fonction fy est dvidentc dans le 
cas dll pile 011 dii point csscntiel isoliS : il siiflildc prendre pour/,, In panic du 
ilc5vcloppernenl dc f on seric dc Laurent qiii conlieiiL les puissances ndgnlives de 
x — a Dans Ic eas oil a esl iin point critique, voir Fadj.h, Ueber analylische 
Funclionen mil vor^eschriebenen SingulariUUen {Math. Annalen, Bd, LX, 
ipoj, p. 379), 
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On .1 alors 

Or II (,/’>, 'f) cst rogulicro nu </, car les seiils points singnhers pos- 
siJ)k‘s lie celie foiiction sont y/p' avoc eL nous supposoroiis 

qtraiicun produil c/'fJ n'e-^L dgal a v.^. Done F(a;) a au point afj la 
aidinc singiilai'ile quo y); posuns Jc indnic 

o( r; = tpi(.rj + 

ipa(.t’) olant regulierc cn y, eL 'yj(-r) rdgullcre dans lout le plan, 
saiif en y. oii elle a la inenie smgiilaidtd qiie anssi 

On.) esl I’l'guliore eii yp, done a la indme singularild 

en a[j quo la fonction ip, ) doni le seul point siiigulier pos- 

sible est yp. Ory, (.r) no di’pend quo dc la naliire do la sijigiilarile 
dey’lA') on 7. ot o, (a’) de colic do f{cL') on p, ce qui dta!)lit la ]n’ 0 “ 
jiosition. 

Prenons par cxoinplc le eas d’liii pole d’oi’dre p en y el un pole 
d’ordre </ on j3; on pent, prendre 



ouj en ddveloppant on sdrie tie iMac-Laurin, 


??:::= CO 



/i 


on P(/i) esl mi polynome enlicr en )i dc degrd p — i 


V(}i ) = Ai -h — ' * AgH- . . . 


t 4- T ) ( ;i -H ‘A ) . . . ( « “t- p -t- 1 ) 


On aura de m^mo 


„u.)=2Q<'‘)(f)“ 


avec 


n/ u in -I- l)(^^ -I- <7 ~ l) „ 

Q(«) = 13,H ._j ^ i — L 

1 (g-i)! 


'/> 
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pa I’ suite 


rt = « 


or le polynome P(7j) Q(/i) csl dc degre p + ^/ — rapport a n 
et I’on pent ccrire 

P{7l) Q(70~ Cl H G 2 +...+ i ('/H <i-\ 

coinrac le inontre une identification facile ; on en deduit 


n(/„?.) = 



e’est-a-dire que Ic point ap esL lui p<Me d’ordre p Q — • pour la 
fonction F(a7). 

Gliei'clions, d’une nianicrc gcncralc qucllcs consequences en- 
traine pour F(^) Pexislence (Pun ))('de d’ordre p en a. Nous j)ren- 
drons v = i pour simplifier et il nous suffira d’etuclier (p); or 


/ = /» 


( I — .r Y' 


mais 


^ = I /. = 1 

/I — 00 

„r I 1 v’ d/i -h A' — I) 

“[(TZ7;7-?J=2-- 




(A — I)' 7!^^ ’ 




done 


"V.. .) =2’a^ = G., ^ c, +c, 

A = i 


Go, C,, . . . , (ilfuit des poljnomes cntlcrs facilcs a former. 

On d( 3 duil iinm( 3 diatenicnt de la que si a csl un pole cl un 
point cssonliel isolc, a[i esl un point essenliel el il en csl (ividem- 
inenl de nu^rac si [i csl un pcjlc el a un point essenliel. Lorsque a 
et [i soul tons deux essenticls, on (ilablil qu’il en esl de im'ine 
])our 



CIEAPITHli I. 


l \0 

II reslilte de ce qui precede que si /{^v) est uni forme an tour du 
point a cL <p(^) uniforine auloiu' de F(^) sera uniforine autour 
de (/p, car a ctfi ne pcuvenl 6lrc que des pdles on dcs points essen- 
tiels isoles, eL il en est alors de nu^me pour up (*). 

Nous venons de voir des cas dans lose] tie Is le jioinl yp est ellec- 
ti\ enicnl singidicr pour F(^). Lorsque plusietirs des couples y.p 
donnent le nieinc point, 

il j)cuL a^ri^'er que ce point ne soil pas Mingulier. l\ir exemplc, si 
Ton preiitl 

on a 

r(.'r ) = o, 


All conlrairc, snpposons que le point ac soil olitonii qu’une 
seule fois; on pent alors affirnier que ce point Cbl singnlicr pour 
r(j?),au inoins lorsqiie Tun dcs ])nints a on jS n’est pas criLic[ue (-). 

Le theoreinc de iM. Iladamard relatif a la mnlliplicalion des 
singuJarites a conduit JNl. Hnnvitz a line proposition concernanl 
I’addition des singularites de deux fonctioris analyliques. Siippo- 
suns qn’il s’agisse de deux foiiclions f{x) et <^{x) rtig ulicres ii 
I’infini, ce qu’on pent toujoiirs obtenir par uii change nicnt do 
variable; nous pourrons m<5me, par I’addilion de conslantes con- 
vcnablcs, supjioser quo ces fonctions soieut mrlles a I’infini; nous 
aiirons idors 


' X 

, , /•'o 

.7; 


t « 




developpemcnts vahibJcs, le premier a I’exterleur d’lin cercle de 
rayon Rj le second a I'cxterienr d’uii cercle de'rayou Rh Dans ces 
conditions, ies seals points sing a Hers possibles de la fonc- 


{') CeLlc vcmarqiic pent Cli’c en (IdftiuL si Ics points a el p ne sent plus isoles. 
(^) Voir le Afdmoire de M. I'alier cild dans la note dc la page 3G. 
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tion lout V element a I'injini esi 

H.... 

rt() b,i -+- G), ({\ b„^i ■+• , .~h . . + C'/i a„ ha 

‘I 


sont les points 2c-t-j3, a elaiit V of fixe d' an point sin puller 
de f{x) et fi L' of fixe d'un point singuUer de 'f(.v) ('). (Les 0{\ 
tiesigneiil les coefficienls (In hinoinc.) 

Nous jious servirons do I’inlegrale 


I 

•mt: 



clenclue a nn contour ferni<3 C qne nous allons pr(jciscr. CclLe iiilc- 
grale, inlrodiiilc par j\J. dell’ i\gnola, va Joiier ici le nnhne r()lc 
((ue I’inlegralc iililisdc dans le llidoreine cle IVI. Iladfimard, Nous 
supposcroiis encore les a et Jos j3 Isolds. D(5crivons an Lour do 
chaque point singuliera dc /’(s) uu petit cerclc y de rayon arbi- 
tral rc, et rdnnissons les circonfer cnees de ces cercles a iin point 
((iiclcoiKpic P du plan par des Hgnes / ne se con pant pas ct suppo- 
hdes dec riles deux fois dans des sens opposes. Jj’ensenihle des cir- 
uonf( 2 r cnees yet des lignes I formera le contour C le long duquel 
l’inl(*grale sera prise dans Ic sens inverse, s elant siir C, — • z) 

sera rdgulicre a moins (pdon n'ait 

.r = 4! -H p , 

c’est-a-dirc a innins quo nc; soil siir Ic contour Cp clddiiil dc G par la 
iranshuion (3; ce contouresl forme de cercles ayant pour centres les 
points a H- [3 et de lignes /p. Soil D le domainc exlericur a tons 
les contours Gp; si ^ csl sur G et a? dans 0, la fonclion <f{x — z) 
os I holomorplic et bornec, cl Pintegrale repr(isentc line fonc- 


(') nuttwiTZ, Suf un l/ieorcme de M. J/attamaid {Cofupies rendiis, 5 i6nicv 
ifi<)g). iM. Ilui’wilz n’a dumoiilv^i son lheor 6 nic quo ilaiis le cas oil 3cs ot el les (3 
s<»nl lies poles siniiples. M. Piuclicrie el M. dell’ Agnala I'ont etendu an cas 
gyiulial. Voir PiN'cm.nii', A proposito di un recenle ieorema del sig, Iladamard 
{ Uendiconlo Ucil* Ac. delle Sc. de Bologna, tqfdvricr iSgcj) cl Suite singolariid 
di una funzione che dipende da duo funsioni dale {Itendiconli delV Ac dci 
Lincei, 5 mars iSgy). Deli/ Aonola, Sstensione di un tcorema di Iladamard 
{Alii del Inslitule Venelo, i4 «nai d i 8 juin 1899 ). 



4 'i ciiu>iTiin I. — Tii(C(>nKMi;s (ihN(:itU'\ suii i.rcs I' 0 !^fr/rI 0 ^h ANAr-VTtQUES. 

tion F(.r) iiolotnox’piic dans D. Nous allons calcnlej’ releiucnt a 
I’inflai de celLo fonclion. On j'leuL reniplacer C pariin cerclc C| de 
rayon siiperieur a R; on pent supj)o,scr qu’en memo temps x — 3 
esL evlericur an corcic de rayon R' ; il suflllde prcnclrn |>j;j >» R-f' IF* 
On a alors 


cp(.r— 5) 


^0 ^1 
iT — S i.T — Z)- 



ct par consequent, puisque la serie dont le lernio general 
esL convere'e uniforniejncnl sur G|, on aura 

( X — ^ 


'■ ;i-U 


d’ou 


or 


= 0 ff — O 


I r dz (— iV* “*-?/)! _. _.7 

2tir ~ _ dzl' _z~\~ .rr+9+O 


done 


F(.r) 


r= flO « 

p — a 


(jp + <7 )’ 

/d</ ' 


I 


mais la serie du second jiieinln’c t5taiU ahsolumenl convcrgcnle, 
on pent grouper les terines pour lesquels /; + </ a la iiidiue valeur ; 
il vienl alors 


/i = » 

F ( a: ) “ ( «u b,i + G/^ j /j«_ , -f- , , .4- G/) u /, -A 4“ ■ • ”4 ^'h n ' 

71=0 

Comme on pent clioisir arBitrairement les lignes / et le point P, 
on voiL qiie les seals jioinLs du plan on P(.'r) pent iic pas dtre 
rdguliere sont les points a + p. Si I’on remarque enlin quo la 
nouvclle operation fonctionneile qui dnniic F(i^) a partir de f{x) 
esl distributive, on voit que les remarques de ftl. Bor cl sur le 
til core me de M. Hadaniard s’appliquont aussi au the ore me de 
M, Hurwilz. 



CflAPJTKE II. 


DEVELOPPKMENT D’EJNh' I’ONCTION nOLOMUHPIlE 
EN SliRlE DE rOLVNOMES. 


Le the or erne de M. Painlcve, 

Soil D nn domaine ouvorL simplemenl comiexe dans lequel la 
foiiclioii f{x) est lioloinorphe, clomaino qiii pourraeLre lo domaine 
(rexisleiico dc coltc fonclion, on pen I ^ d’ line inji tiiie dc mani^resy 
j'e presenter fa fonction f[x) par la soinme d' line serie de poly- 
names comber geanl umformement d V inter ieur de D (^ ). 

Lorsfpic le domaine D esL cehii d’lin cercle, iine solution nous 
esL foui'nie par la sdi'ie de Taylor et la deni on strati on repose siu* 
la forintdc de I’inlcgrale dc Cauchy cl le developpeinenL on serie 

eiitiere en :c de I’eleiiieut C’est eclle mdme mtdgrale qui 

lulervicndra dans Ics solutions ([iio nous do microns du probleme 
general; ello sera caicuh'e lanUU a I’aiile de developpcmeiits jnir- 

licitliers de relcnient tantdl par une Jiiethodc tUrecLc 

d’npproximation. iM. Painlove ad’abord dcmontrdle llkcoreme pour 
line aire limitee jjar un contour convexe ( iHRl)); la deinoiislratioii 
generale a etc donuec jiar M. llilberL (1897) el resuite d’aillcurs 
d’lin tlieoreme de M. Riingc siir la rejirdscntalion d’une fouelion 
holomorpbe par unc serie de fractious ratimmellcs (i 885 ) (-). 
Voici la nietliode de IM. Paiiilevc jiour le cas il’uiic aire D 


(') Voir la note (*) Jc la page 17. 

(^) Enlin ir. Paiiilcve a, par dcs mdlliodes nouvelles, obtenu des riSstillals Ires 
geiidiMii'c s(p’ la reprdsen Ldlion dcs fonc lions aiuilyliqnes par des sdries dc poly- 
noiiics on <ie frautiutis ratio nnelles. [‘I)'///* la represcnlaiton des /one (ions analy- 
tifjnes uniformed et Sur la devcloppetncnl des fonclions uni/orma on holo- 
morphes clans un domaine quelconijua {Comptes rendus^ t CXX.VI, iSgS, p, 200 
et 3 i 8 ).J 
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' t 

‘I'l 

Imiilue par iin ronlotir convcxe G (' ). Jc <lih (raliord (ju’on pcul 
conslruire, en cliufjno point A clu conloiir C, iin cerclc dc ra3'on U 
langenL an contour cL coiilcnanl le domaino D. Consideroiis los 
ccrcleb Y tangents en A an contour oL passant jiar un aiifre point H 
(le ce contour; lorsqiie B d(jcrit C, liis rajons de res corcle.s soul 
horni's, puisque le ra^'on de conrljure dc C an point A csl flni si, 
coniine nous le snpposerons, en cliaqne point de C la enurhe n nu 
contact simple aver sa langentc. Le.s rajons maximmus des (’crcles 
Y sonl fournis, coinnie on le voil aisetnenl, par Jes ccivles y hi tan- 
gents en A et B an contour. Nous prendroiis pour R le inaxiimnn 
du rajon des cercles hilangents an contour niaxiinuin (‘videniment 
fini pour line courlje convexc ajant en eluique point iin contacl 
simple aveesa taiigente. Soil alors a Jo centre dn cerclc de rayon U 
tangent en A; lorsque A decril Ic contour, son centre (l(‘crit line 
courbe coiitiiine parai](-le a G ct a cst une fonclion continue de 
I’aflixc z du point A. On a 


et 


A^) 


= -!- fA 


/(Z)(/Z 


^ * — (.r — «) z — a”^(s — 




(z — «)"•-» 


Supposons .r a 1 int(3rienr d’un doinaine D,, intcirieur ,'i I); 
pour tout point de D, ’ 


on a 


el la si-rie uniforuKimcnl convergente, donl le lerme gihn-ral esl 

(a* — a )" ° 


— pent litre integrde tcrinea Icrine. On mi deduit 
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La melhode cle il/. Hither t. 

La ddmonsLratioii de M. nilborL (') s’applique i\ un doniaiiie D, 
liinile par line courlie simple qiielconquo G. Kile repose siir celle 
renuivcjLte qu’iin contour biniple quelconque peiiL tHrc cr>nsidi5re 
('omine la liinilc d’u nc Miile de conLoiirs aiinljllqiics qiie nous 
appellerons dcs lemniscatc-^^ a I’in Leri cur dc chacun desquels la 
fonction esl develop pa ble en serie dc polynoines, 

SoitP( 2 ) nil pulynomc enlier en. 3, de degre n nous dirons 
que la conrbe 

1 L(-) [ ~ ronsl. 

cst line leniniseaLe de degrd ti] si «(, ^ , «„ souL les racines 

dislincles on non du polyiioine, celle equalioii s'ecrit 

!'i r 2, , , r„ = const. a\ee /'j = | ii — ai\. 

he cas de n = i nous donne lecerclc, celui de n ~ 9.^ les o vales 
do Cassini. 

Soil C| un ronlour simple silue a I’inlerieur de O et sans polnl 
coiumun avec G. Nous sapposorons que Ci cst eontenu dans la 
region de D balayee par un cercle de raj'on /, doiU le centre decrit 
G. Soil s la longueur de I’arc de C| compte a parlir d’une origine 
li\e jusqu’aii point z de ce coiilour, I la longueur lotnle de C|. 
D’apros les proprietes du polenliel, it esL possible de trouver nne 
fonclion coulinue ct positive o(.f) idle que I’inlcgrale 

V(5, /])= f o(j) log/'fAi (a- = 5 -H 1 — I 3 — .rl), 

<■' 0 

dans laquelle cc designe im point queleonqne du plan exltirieur 
a Cl, prenne, lorsque x vieiit siir Ci, uiie valeiir consLanle p,. 
Lorsque x est sur C, la fonclion V(^, y, ) a un maximum p qni esL 
supdrienrii pi, pui.sqiie V(i, /)) est une fonetlon liarmonique (-); 


(i) HiLEiiaiT, Ueber die Entwickelung einer beliebigen analylisehm FiincUon 
einer Variabeln in eine luiendliche nach ganzen rationalcn Functioiten fort- 
scht&itende neihe {Gdttingei' Nachrlchten^ G mars 1807). 

(q On salt t|ue itcux coiirbes A'(5,7i) = const n’ont awcun point commiin cl 
que celle qni correspond a la plus petite valour de la conslantc est h t'inldriein 
(Ic i’auli'c. 



,{6 ciiAPl'lllb l(. 

soil £ un nonibi'c posilif asscz peliL jxjiir qiie 


1 J I -f- £ < IJ £. 

Lcs (Iciix coiirbes y dufiiiies par les equal ions 

V(^, rj ) 5 = fj.| -f- £, 

Vr|, Y]) := (J — E 

soul siliiees clans I’anuetui liiniLc) ])ai’ C ctCi eL liuiileiil. iin second 
aiiiicau interlcur an prenner. Faisons dans I’inlcif'rale ]e cliange- 
inent de variable 

u = I ^(s) ds, 

0 

iorsque s croit de o a u croit de o a la valcur / (D(s)ds qii’oii 

peul su])poser egale a r, car(p(5) n’esl definie epda ini faeieiir 
conslanL pres. On a alors 

V(S, /;)= f log/‘Cf)(S)f/i ^ f lyg? f/iC 

Q ^ 0 

— lim ^(log/-,-f-log/- 2 -h. ..^-]egr«), 

(x> 

/’uj .■ .1 ^'n clanl les distances du point j?, a n points de la 
courbe C(, correspondant anx valcurs ciquidistantcs W), 

Uii ~ 1 dc u. ba cnnvergeiico esL d’ailleiirs unifornie tant quo .r 
res to dans i’anneau yyi ; on pent done prendre a asscz grand pour 
que 

Soil r la coiiiFe dcfinle par Vciquatlon 

^log(/-i /'a . .. I'n) = I', 

on aura, surcetlc courbe, 

|j I -f- e < X — s' < V < X H- s' < (Ji — e , 
si U| + s < X< p. — s CL si s' est assez petit. La courbe V est tine 
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leniiiiscale, pius<[u’oii a 

/•, /•„ = £?«X, 

CL colte Icinnisciite esL conieniic dans I’auueau yYc 
I’ rciioiifj siicce'>siveincnl pour Yj la suilo dcs iioinbres 

I I 

1, .... .... 

on dcliuira ainsi Jcs Iciniiiscalcs Fi, Fai . . . j F,, . . , <[iii out pour 
ItniiLc G; on pent cFaillciirs oxLraIre do ccLLc suilc dc courbes line 
suite noinelle Lclle ijiio ic duinainc iiitcrieur a cliacjuc F, soil con- 
Icnu fliiiis le doinaiiio iiitcrieur a F,^) cL qne F, el F^^, u’nienl 
aucun |)oinl coniinun. 

Nous alloii-> innnUcnanl dciuonlrcr Ja possibilitc f(e rcpresenlei’ 
par la sominc d’unc serin de poljnoines, uuc fonclion liolomorpiie 
dans In <loinainc ferine A, limilo par unc lemniscaLe F. Nous nous 
sorvirons d’un proi^ede ilc calcul <li\ a.Iacobi (') (pii nous conduira 
ail bill par unc vole plus simple fpie eelic siiivie par iM. Ililberl, 
boil 

1 1»( j ) I = const 

Fecjualion de 1'; on a 


oil o(r, ,r) c>.t un polynomc ciitier on x el r de degre n — i j>ar 
rapport a cliaf|iic variable, F elanl suppose de degre a. Lorsque z 
csL sur r clo; dans le domaine A, intericur a A, on a 


Tirons 


|(|»(«, j:)| <.A1,. 

de la relation jirecedenlc el porLons la viileur oble- 


nue dans la forimde dc Cauchy; il vienl 
^ ‘till JyiV{z) 


or 


I I IH-r) 

~ F(T) ^ \V(JW- 


[F(:r)lr 


( ' ) Jacobi, Ueber Jteiheit EnhvkkeUmgen, welche nach den Polenzcn eincs 
gegebenen Polj'nom forlschreilen and zit Koejficienten, Poly name aines /«c- 
diigen Grades haben {Journal de, Ct'elle, l. 53, p, io3). 


(,iiu*niuj n. 


48 

el cetLe &erie esl unifonnoineiiL convoryetiU: jorscjue z (‘Uuil un 
point ([iieicon({ue de T, d- cst iin point qiiclcontjue do A(, cai' 


1717 ) 


< A < I ; 


I-, sc^rie cst aiissi unirormenienl ronvergeute et jmr 

suite itilef'rablc lernic i'l tcrme; on a done 


/(^) 


*= « 

,, = n 




dz, 


jiiais o(w, x) elanl un ]H)]ynoino cle degro (/< — i) en il cn esl 
de intJmo de i'iritcgralc 


O -L filmic, iz; 


on en dedult 


(0 /f.p) = Qo( 3’)-^ Qi (•^’) 

seric iinilonncmeiU coiU’crgenle dans Aj et A, esl aus?i I'oisin de A 
qu’on le veut. 

Soil nminicnant C, nnc couidje simple liinitant lo floniaiiu' )) u 
j’inlcricur dinpiel /(x) ost lioioinorpho : on no suppose I'lon siii’la 
innn'icvc dont /(x) ac comporle suv C, Soienl T,, I’j, . . , , Vf, . , . 
]es leinniscatcs definies precedcmnient el avaiU pour liniitc 0; A,- 1(5 
domaiiie liinilc pai’l^, A,„, esl loiU enllcr dans A/. Dtuis 
est representable par line scirie uniforinemenl convergente de 
polynomes; on peal prendre asscz de lermC'S clans cello serie pour 

(|U(? Icnr soninie rlj/Tere dc/(.r) de moins de ^ en module 

y^a suite 

I’l (a*)) P2(>7;'), , l’rt(a’)i ... 

a pour lijnllc y (.t*) dans lJ el converge uniforindincnl a I’inlerteur 
de D, Kn e/Tct, soil A tin doniaine qucJcoucjuc a rinldriour do 0 oL 
sans point eoinmimavec C; pour t assez grand, A, eoutieul A, «L il 



m-vrioi'i'i Mf'M' i>‘i M' I-'' f'l'nM: ui; 1 ’oi,\no,mi:h. {.) 

* 1 '' ih.'iik* <I*‘ I""*'' '> I' 'lo'X' 

\j\i) ), I"""' f 

pour loii'i Ir^ jininl" dr A. 


LiUKidlitMlcilr A). Ilinii'i'l r^l ilri- iiii \ pul) nntiirs d'inl<'r|)(di»lioii, 

Soil <’ii I'li'rl 

I' I ,, I ( » 0( i( o p I . . . ( r </„ ) ; 

Hopidmi'' llo\ ^<muur ((«"< i> i pirmi<'r>i IrntU's dr fii srrir (i), 
|« dilU-irm r i\j') rniilirm | !'(./') [/’" rli rurtcMir; di^iic 

ooltr I }* |•l'('JlJl^rr» dri'i\ c'i’'> s'uinitdruJ aiiv pniitK 

^ II/, (.r) prrnd rii rr>. poillln lr>i liiAitlrM idrtiiN (jilc /'(.r } 

cl Irs i^/» i O priMuirir'. fl, IrMiii'iiirs 

WiWwv^ ^pir It*'. d('‘i i\rrH dr indiitr iaii(; dry'( / ). I I’liilN'iits Ir (lr}>rc 

, 1 ,. 11 ^,,,,) rM n{/> I O <: N/d.») '“'I 'I !•' |H)luioiiir dr 

iiHtinihr d.';;M'' calrd'ip^Mial aov roiidition'. jiK^rnlrtilr'., r’r^t Ir 
pohnoinr U^\\\\u }au !» r"rmi(Ii- dr I .iit-iiUHir jiriiriidiM'r. 

I'u.ioiM.ii*. nnir. it’mn- nionirir j-.riiriMlr dr drlrnniiu'r im |mi- 
|\ tioiiir III I I df* I Irprr 


A V 


I ) I I I 


I I 


Icl ipi’.iii prim //,, II 1 piriitMorN d.'lt\rr. ntdrlU r«sp«r- 

liM'mrhl Ay’<.r’| rl ti mou /, pimiiri r. ddiivrr.. Crji.dyuuiur 

noiu '•ri.t donut' par la I m iiiiilr ( ’ t 


III r ( 7 't < t 




’ 7^ i U r i-'p* I'' I't'p' I 


,» M pp O) )'a ’ ' ' 


o„ 




|;i „|, 1 1 rlrinlii.' A un rooUtnr \lu\^ Irtpirl /( f) rsj 

rr{;ulirrr rl runlriuiiil Ir'i |o*iiil'« >»', '/(, ti„. < .rUr inlr^ralr 
t'.l rjicdr A U HoMUUr drn ir .i.lMp. ilr L( Ji.jirhoii A inl»V«''i' '''> '’liiicim 
,lcs n i » p.’ilr-p rdd.lit .III |toiiil ,/ rM/(j';,rl, 

{') IhiHlut. MO l>i ./< WrlVtl/r, V, Kl) 

M < 
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CHVI’ITRK II. 


pour Jc residu au point un caloul aiso {•onduit a la valour 
— \jiui) 






X 


/.r- 


. (lz 


i / , \ O'... n 


“iPiV"' 

1 1 

\ai-~ 

w ■■ 

’ \«v- 


w(l rt| ( 1/ 


" <(„/ 



on rn deduit 


\ CCi Cl\ 

l=z\ 


/ X — <(, [ \ ' / a- — <' 0 - 1- 1 \ ' *' 

/ * — fh-iJ 


X 




)-4- 






et n(j;) estbien un polynonic do dogru h satisfaisaiiL aiix condl- 
lions iinposee.s. 

Pour le polynoiue iiUroduil pn'cabbiininonl, on aura 

‘ 'im z — a? (.5)J 


cl par consequent, lorsipic x csl dans A, cl:: snr T, on aura 

II esL un nonibre lixe cl/i le noinbrc Infcrieur a i, iiilrcxluil plus 
haul. 

Celle liu'galild deinonlrc la (‘onvcrgeiiee v(;rs J\x) dcs polj- 
nomes d’iiilcrpolalion iiilroduils dans la ineLhode do iM. Ililborl 
et nous I'ournil uncnoiivelle deinonslralion rcnipla«;anl lo prordde 
dc calcul do Jacobi. 

Dans I’cxeuiple preccdonl, les [)olnls d’inLcrj)olalion soul clioisls 
sur le conloiir r et dcineiircnl fixes; soul, le nonibre d(;s derivibis 
conmies en ees points augincnlc indefiniineiit do sorle (pie la eoii- 
naissance dcs (l(‘V(!ln[)peincnls de Taylor aux jioinls <(, suffit pour 
le calcul de (piel que soil p. Dans ee eas les polyiionies 

d’interpolation convergent vers la fonclion /(.?')• 

Mais on pent au.ssi fairc I’inlerpolalion on faisanl varler le 
nonibre des ai etlos valeurs des alors les polynoines d’inlerjiO" 
lationne fournissenl pas loujours line approximation iudi'Onie, pour 
line fonction analj'tique, iniiine dans nn doniaine resireint enlou- 
ranl les points dbiilcrpolalioii. llesLclair en elTel ([ue si la fonclion 
/(j?)aiin point singulicr dans un doinuine D, quel que suit le 
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nioile <i’inlcr|)olaLiou qu’on adopte en preiiaut les valeui’s ai sur 
le conLour, les ])o]ynoines (rinLcrpoIal ion ne pourron I converger uiii- 
fornuhneiiL sur le contour, puls qii’IU devralcnt alors converger 
nniformemeut al’interieiir <le I 3 \'eri line fonciioiiliolomorplie. Vnici 
un exeinplc Ires sinqilc clu a i\[. Moray (‘) el dans leqnel Ic calc id 
dcs polynoinns d’inlerpolalion esL ininiddiat. l^renons la fonction 
dans le cercle de rayon i el de centi'o originc, cL Intcrpulons sur 
la circonlercncc dc ee ccrclc. Nous ])rendrons coinine points d’in- 
ter|)olaLion les soinmets d’tin polygonc riigidicr de n coles donlnn 
somniet esl ic point i, et nous deternnncrons nn polynonie n«(^) 
de degre n — i, qui soit dgal a ea cvis sonunels. Ce polynomc 
est ciideminent [)uisqu’on*a 


aux points consideres dont les affixes verifient x'^ — i ~ o. II esl 
manifcsle quo les ])olynomes .c"“' n’ont auctine liinite sur la cir- 
conference. 

Dans rcxcinjile qui precede la fonetion a inlcrpoler a nn point 
singulier dans le doinaine Del les a, sont clioisls sur la froulicre 
de ce doinaine, niais la fonclion fix') pent dti’e I'cguliero dans D 
et les cii jiris a Finlerieur du doinaine, sans que les polynomcs 
<rinterj)olation fournisscnt nne approxiinalinn indefinic. Consi- 
derons avcc At. Riinge (-) une fonetion antdyliqne dans un do- 
maine D contenaiit a I’interieur le segment ( — i, + i ) de I’axo 
des q et supposons f{x) rdgulicre dans D. Nous prendrons les 
valeurs c/a, . . . , (hi sur le scgmeiil ( — i , + i) et nous sujipo- 
serous que ir«(.c) dc dcgrc! n — i eomcidc avec f{x) cn ces i\ points; 
eu outre, les points a, di\iseroiit le segment en parlies egales. 
On a, cn posaiil 


V,i{v)^{x~cn ),, . (.r— rt„), 

f(.r ) - 1 I „ (.0 - — y 


(') iMi'iiAY, Obiprvations <tur la legiliinile de I' interpolation {Annates dc 
1‘Kcole Not male, siiiie, t, I, iSSl, p. iG5). ' 

(’) UuMii., Ueber enipirische Funhtionca and die Interpolation zwischen 
xqiiidistanten Ordmalen {Zcitschrift fur Math, und Physth, t. XliVI, igo"’, 
p. -*39). 




Vi niAi'irnR ii. 

Ir contour Cl linulaiiL Ic domaine J). Glierclioiih a cah'ulcM' l.i In 
(If; P/,(a’)] lovscjiio n croit iiiddfiiilincnl, On n 


]o[; 


JOiT/': 


log -r 


lag/’,, 


(r< = 




cL lorsqiie n croit iiuleiiniineiUj c title exprcision a pour limi! 
valeiiv 1110^’ Cline tie la fonclion lo^ /',(/' = j — ?J,)> daiiA I ' ' ' 
( — 1 , -i~ i), c’est-a-dii’c 

j log/w/s, 


un calriil facile contlnil puur cclLe expression a la valciir 
U = * [fi -{- 0 logr + ( I — lc)g7'' + ( 7 ' — c{)rd — I, 


oLi = eL{r, 7.), soul rcsjmcLlvoinciil les module^ » t 

les argiimenis fie (.c H- 1) cl (a ) — i). Les couches U= const, "i-uf 

diis cuurhcs d'egal jDOtentiel logiU'illiini([iic pour une masse lionh- 
gene elenflue siii’ le segnieiiL ( — 1 , + 1 ) ( ' ). 

Pnrmi ccscotirbcs, cello qni correspond a la \’!iieiir Uq — log 1 
passe paries points — ■ i et + 1 ; olio csL reprosonlee sur la j 

a\ec les eaurhes 

U = log 1 , 8 — 1 , U = 1 c)g 1 , (» -r- 1 , 

U = log j , 4 ~ I , IJ = log I , X — ] . 

Supposoiis /{cjo) regulicre tlaiis la coiirlio CJ— U,, je rli" qo- 
ii ponr liinile /( t), cn loiiL ])oinl inlerleur a L| < i ml 
parliciilicr snr le scginciiL (—i, -hi), si cn ('Iho. 


( ‘ ) l*(iur le calcul de U, on pent aiissi rcmaKjticn tpic 

log — — »i)-H---+log(-g — «„ V 

" /( ’ 

cii pi-enAin, piii eseinplc, poor chaf]uc logiuilliine, sa tleLcniiinaLion .1 

ceLle expeession n pour limiLc 

^ J 1 ^ ^ 1) log (^ — i)J — l, 

cl U csl In panic I'dellc de ccUc 1 1 mile. 



DEVhr.OPI'liMENT D’I'KE FONfiFlOX lIOLOMOtU'Mi: EN SlilUi: l)E POLYXOMI-S. 

supposons cfuc C soil imc courbe U, ex Lori cure a Ui ot aiissi voi- 
sine d’ellc (jii’ou le YOiicIra, sans avoir de ]>oint coniiiuin avee ellc; 
\/|P,((r)j a pour liinilc e'’, si s csl sur G et 1 ^ pour 

Fig. I 



csl Ires voisin du nombre 


limilc ; pour n assez {•rand, \^/ j |r^ 

j . Qjj jj done a parlir d’une ceiiaine valour do n 
P/I ( ) 


Pii('3 ) 


<k» (o<A<i); 


I’inlcgralo J ^ <1^ lend done vers zero avee “ (')■ 

Si /'(.r) a des points siii^'uliei'h dans Ic doinainc IJ|, soil la 
courbe U qui passe par uu de ce» points cl qiil n’en conlientancun a 
I’inlerieur, {f{x) est supposeo re{>iilicresur]ose8inenL( — i, + i)). 
Les polynoincs II/, (a’) convcrgenl vers /{js)y a I’inldrieiir de Ua, 
mai.s divergent cn {joi^dral a rexLerienr. Prenons par excmple Ic 
ca.s oil /(.^') u .sur Ua un pole simple a. L’int(5grale 

a/TT P„(5J 


clenduc a ime courbe U, exlericnre a Uo, niais asscz voisine d’elJe 


(') La convergence tics n„(a?) vers /(a?) lorsqnc Ics a, soiit <S{|iiidislanls sue 
le segment (—t, -i-t) .ivaii ddjcicie deinonirdc par Ilcmo [Kinige AnwenUungdi 
der /ieskluenrechnung {Jonnud de Crelle, 1 . LX\XIX, 1818)], 





CIIAI'ITBi: II. 


pour q lie (I’auLre point singtilicr ejiica ; 
cel to iixU'gralc est cgale a Ja sum me lies residue de la foni.liou a 
iiilcyrcr, aux points «•, a^, , «« el, a. i.es premiers pAlcs 

fmirnissaiil la diflereiice y'(x) — ny.j(.r), on a done 


I r ) I *H t ■^ ) j 

a 1 7 t J, ) PhCs) 







A elanl !e rcsidii de /(jc) eii a ; le premier iiicmbrc lend vers zero 
qiiand a* dans U, car ij / 1 


pari 


r’rt( 3) 


a pour limile 1 , d’ualre 


t’rt( 3^ ) 


IV{«) 


lend vers qiii esi infcrieiir a i si .c csl dans 

U . el siipcrieur a i si csL ciiLrc [In cl CJ^. Done la dillei’eiice 
f {x) — n«(.r') ne converge vers zero que pour les points x eon- 


Iciius dans U2. 

On voil done quo, en general, lorsqu’on inlerjiole snr nn 
seginciilde O^, la convergence wo,Yfif{x) des polyiiome.s d’iulcu'- 
polalion n’esL assiirec quo pour la portion (le ee segment, (jiii esl 
a rinl(3ri(*ur de la premiere ooiirbe IJ pa.ssaiil jnir nn point siii- 
gulier de f{x). 

Prenons coniine autre exemplc la Ibnclion qni a 

les deux poles -\- i et — L L’inldgrale pri'ieedenle, pi’isc te long 
d’un contour G ronlenaiiL Ics poiiils ± esl inille, puis([idon peul 
agraiidir nidtdiiiiinenl ce conloiir sans eliangcr la valeiir de I’iiik'- 
grale. On’a done 

iii-i- \h, 


Ri et Ro ctant les residus au^ points dz C de lii foin’lion 



( i s’'® j 

Or 


( I s"'®) (3 — a’) r;j( 3) 






y (I — IX) l’„( - ;■) 


Siipposons, par cxemplc, les points cii dciix a deux sjnuUriijucs 
par rapport a I'origine, on aura 


el 


— Pn( — 0 

/(a?) — ir„(a;) = — ^ 
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Si X est a I’cxlcricui’ de la courbcUj qui passe paries points ± 
le second mcinlirc auginenlc indeliiiimenl; it lend vers zero 
lorsquc x cst dans [J,. Par oxeniplo, si I’oii jirend coimnc scginenL 
d’inlcrpolalioii (*) Ic segment ( — 5, +5), lacourbe U, coupe 
aux points d’aliscisses dz 3,63. . la convergence a lieu a I’inte- 
rieur de cc dernier segment, mais n’a pas lieu jiour les points 
dont I’abscisse a nne valeur absoluc comprise entre 3,63... 
ct 5 ( “). 


La melhode dc M. Range. 

M, Rungc s’est propose la queslion suivante : La region d’exis- 
tence d’unc fonction analjtiqiie uniforme esL-elle soumise a dcs 
restrictions autres quo cclle d’etre d’lin sen) tciiaut, ou bien nne 
region d’un seul tenant mais arbitraire pcut-cllc ^tre choisiecomme 
region d’cxistcnce tl’iine fonction imiformc? Nous appellerons 
ici region d'exislence I’cnsemble des points reguliers et dcs poles 
dc la fonction; la frontioi'c cst forniee par les points singnliers 
autres (jue des poles; dans cettc riigion, la fonction delinie par iin 
dc scs Elements pent ^tre prolongee cn tons les points. Dans son 


(*) Lorsqii'on suhslitiic le segment ( — a, +n) an segment ( — i, +i), les 
iioiivellcs courbes limitcs sont linmolbiliqiicb dcs ancienncs ; si I’lm pose 


u(^, r^'iog/ f.) - ” 


on Iron VC 


U'(5, V 




logo 


(’) Dans unc Note clu JJullelm cles Sciencrs mafhematujues, sdric, t. XX, 
i8<)0, |> 2C6 {jyoueeanx e.xemplcs d'uilerpolations illusoti es)^ iM. Mdray avait 
tleja iililisd Ic calcul des vesidus dans rcxcinple prtirddenl et pour le cas ou 

— b_. I.oisque f{oc) est une fraction ralionnclle donl Ic dcgr6 d« 

deiiominaleui surpassc dc 2 au moms celui dii luun era tear, on voiL qiie, I'inld- 
gralc s’cvanoinssant pour un contour infini, on a rcxprcssioii dc la dilliircnce 
par le calcul dcs icsidus aux pAles fixes tin denominalenr de /(.r). 
Dans les exempics de JI. Meraj, la convergence des polynomes It,, \crs/{.i') n’a 
pas lieu, cause du cboix parlioulicr dcs n, qui nc sont pas dquidislanls sur Ic 
segment d’lnlci'polalion. 

Pour ce qui concci-ne rnUerpolation dcs fo notions recites, on consullcra avec 
fruit le Cliapilre ([ue AI. Dorel tin a consacre dans scs Legdns &ur les fonctUms 
dc variables reelles, p. 74. 




CH VPlTUfi II. 


Menioirc ('), M. Rnngc a ctabll vo'^iillaL', siii\anU : Dans sa 
region rV ea.' isle nee D, une fond ion uni for me pent e.trc re pre- 
sentee par (u soinnie d’une sene de f rad ions rationnelles ; 
reciproqiiemenL^ Hant donnee une region quelcompie d un 
seul tenant 1), il est possible de definir une sene de J ructions 
rationnelles dont la somnie soil une fondion unifonne dont la 
region d’ existence est 0. Nous demon Lrerons I cl la prcmici'e do 
CCS j)ropositions ct nous ^erl’ons qu’on pcuL en dcduice farilcineii! 
la possilnlile de rcpresentei' la fom’lioii par la somnic d une scrie 
de poljnomes, dans tout domaine limUe ])ar iin scul roiUour a 
I’inlerieiir diupiel elle csL reguliere. 

Prenoiis d’abnrd le cas le plus simple d’line foncLiony (a;) regu- 
Here dans le domaine ferjm5 I), limite par le eouiour reclifiahio C i 
je vals monlrer cpi’on pent renijilacer I’inldgrale de (anirliypar 
une serie de fractions rationnelles possedanl les mdnirs pro- 
prields qiie cette inlegrale, e’esL-a-dire ajant pour sommey‘(j?) 
a rinlerieiir de D cL zero a I’exterieur. Suit D' un domaine inlc- 
rieur a D el sans point coinmuii avee lui, 5 la plus coiirLe distance 
des deux frontieres. On a 

ceLle intdgrale est la limite poiir/J = co do la somme 


Ifil jimJl 
/ = ll 


=/. — X 


en designant par ^i, vy, ...j ties points eouse- 

cutifs de la courhe G et lels (pic la distance qui sdjiare deux poluls 
voisins ail pour limite o avee On pent eerire 


f,—]) — I 


el 




1 ^. j : 


(‘) Hunuk, /?«/' Tlieolic der eindeutigen analytischen FimcUonen (Acta 
mal/iematica, L, VI, iSS'i, p. 121)). 




DEVKt.OPPKMIiNT d’uNK I'ONCTION J|OI,OMOIU>IIi; liN SEUIU 1 ) 1 * POIANOAriiS '>7 

Si 5 I’csto sur C cL. 2 ^ flans 13^ la foncliun ^ clcs deux \'arial)los 

3 01.27 G'jL coulinuc pai* rapport a l’en^c'nll)le des deiix varialdcs; 
elle esL done imiformemeiiL cununiie, e’est-a-dire fju^on pent 
j)rendre le plus grand des ares 3 a assex petit pour ([iic, cLanl 
un point do eel arc, on ail, (jticl qnc soil A oL quel cfixo sent .r 
dans 13', 


n^) 

A -a) 

M — 3^ 

Zk — ,T 


on en deduil 

I etant la longueur de la courbe Cl. Jdonc, lorsqiie p luiyn ionic 
indefinimciiL, gp{j') a poiirliniilc /(.?’)• tlomnitie ovld- 

I’icur a D cl sans jioinl comnnm avec lui; le iniinie raisomieincnl 
proincrait que la suite Sp(j^) a pour limllc la valeuv de l’iuLc5grale 
e’est-Ei-d ire zero, torsque x osl dan.s D". Soilalors D', , ... 

Line suite de doinainesoinlioUesayanl pourlinnle D cl D'l, 

D'', ... line suite de domaines cniboil^s ayauL pour liiniLe I’oxle- 
rieur de D. On pen I trouver une fraclion ralionneile (•''O) 
quo 

— “ (Ians D'„, 

I < dans U;,. 

Ija serie 

u- i(x)] -t- . . . 

converge ^ ers /(^') dansB cL vers zt'i'o ii I’exldricur tie D; In eon- 
vcrgence esl unifornie dans Loiil tioinaine 13' intdrieur an cloniaine 
oiivcrl D, cl dans tout domaine 13" exterieiir au doniuine fcrnie 13. 
Romarquons (|ue Jes pflles des lerincs de la serie sonl ions silue.s 
sur G. 

Si le domaine D dluit liinile par phisicurs contours, lo raison- 
ncnienl scrait applioaljle au coiilour total C cl Ton arrivornil auv 
mdmes conclusions. 

Planons-noiis nialnlenanl dans le eas gtindral d’uii doniuine 13 
quclconque, luais d’un scnl tenant, qui ponrra 6tre Ic domaine 
d'exisLcnce de f(x) et dans lequel cctle fonclion pourra avoir des 



ciivmTtii: If* 


’jS 

poles. Nous nous proposons etc monlrcr qiie, ditiis !),/(.?;) pent 
etfc rcpi'^Ksenli'c par la sominc d^inc sci’icJc rractiunsraLioiinellos. 
On j>eut. loiijoiirs supposer que I!) iie coulicnl pas lo point a I'in/ini, 
car si In four lion f{oc) cUail re^ulicre a ! ’111(1111, on y arlnieLiait 11 n 
polo, il suffiraltde faire la transfortnnLion 

I 

X = ; > 

.Vg claiit nil point singiitier dc /(x) cl ia roiicLinn 

mii-ait nil point sinyulier a I’infini. Si I’on pent roprc'senlci' y*( (a:') 
j)ar mic sdrie cle fonctionis ra ti 01111 el Ics cii .'r', la .sulisliLiilion <lc 

r r ~ ^ ^**^*^'’ elc reprcscnLci’y*(.f‘) par unc si'ric elc 

fractions rationnelles en a*. Nuns admcLtrons done quo Lous les 
points de I) snnt a distance finic. 

Gonsiderons ini carre P,, clout les entds, parallMos aus axes O?, 
Oci, onl pour longueur 2"; par des pnrallelos a res rrttes, rquiclis- 
lanlesde—, partageons-le en a’" pclils eairrs rgaiiy y,,. Soit 


F,g 



ensemble de tons les carres y„ qm sont j\ rinieneiir do 1) et Lets 
quo cs huit earrdsY atljacenls a chacun cl’enx soioiiL aii.ssi iuUh'irurs 
« a). Si Ton clonnc a les valcurs dos nomhres iiaLiircls, 

on oblient ainsi une suite cle cloniainrs D,, 0^, cpii ne 
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>croul pas, on general, il’uii sciil lenant. Je clis qiie cliarun de 
cos domainos conliciil lo ])rdc(5dont ct qiie Lout point dii doiiiaine 
oiivci'L D a[)[>arlienl a D„ a ])arlir d une cerlaiiic valour do «, 
D'ahord D„ cxisLo a ])arLir (ran certain rang, inonlrons (pio 
contiont \)„] soil lui pelit carre apjiarlonanl a D„, 11 O'^t forme 
par la rdunion de qualro dcs carros qui bCineiiL a la definition 
do 0,;^); chaoini do cos qnatre carros y/i+i appartioiU a 0„^i, 
piiisquo ce carre ainsi qiie Ics hull carres y«.^i adjaconts sent 
conteuns dans lo carre forme ]>ary„ ot sos iinil adjacents, leqiiel 
apjiarticnt a U. D’ailleurs les carros qui bordont y„_j,, appar- 
llcnncul aus.si a l-)„^j pour la ntdme raison • il on resnlle quo los 
frontidres dc D// ct do son I separees jiar ime bando forinee 

dc carros Lels qiie y«^-i- Suit inaintenanl im jioint P dc D, ef a iin 
iioinbrc assez jietit ponr qiie lo carre dc centre P ct de edtes 'lu 
paralloles aiix axes soil Lout eiuier a I’iutcrieur do D ; ponr n asscz 

grand, P est ilaws 1 ’k el, si u estsuperieur an double de cc point 

P appartlcndra a 1111 carre y,, fpil sera, comme Ics luiil carres y^ 
adjacents, InlcricLir a D ; P apparlicndra alors a D„. 

Dans le domaine onvert 0,^, la fouclion y'(:r) esl indroniorphe ; 
die a an nombre fini dc [idles ^25 • -m suit 

M , 

a' — Of, ( ,r — (ih ^ ^ (a -- n/, 

la par tie principalc relative an pule et //, (^), la soniinc dc ces 
[larlies principalcs. Pa fonction 

est regiiliere dans Ic domaine D,,. Nous [lourrons done irouvcr 
line fraction rationnellc dont les poles sont snrla fronlicre de D« 
ct Lellc que pour tout point dc 0,j_i on ait 


!/(«') — G„(a')[< ~ 


on, en posanL 



f)0 
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pour tons les [)oiiil>> de qui no soiit jia'jdcb piUo'i do/ 

La sorie 

Gi ( -4- [ Gj ( a’ ) — G I (.r ) I -i- . . .'•!-[ G/, ) — ■ G„ i ( • 

convcrj^o vcrrt/(.r) en lout point do i), qui Oiil rc{*uiier poui*y 
Ln un ]>dle doy’(.c), un lorino de la sdrio el un soul [)OS 5 od 
p(')lo avec la ineine parlic principalo quo car si 13,^ e' 

premier domainc conlonant le jidh- «, les iVao lions ralionnellcs 
oiU Louies le ]4ule rf, avec la nieinc parLie prlnei 
quo /’(.r) el lo tonne G// — G/,_) de la serio os I lo soul qui pos 
Ic pdlc a aver prdcisomcnt la indine partio principalo quey'(.c) 
fonclioii esL done rcprdsonldo dans 0 par la sominc d 

sdrio de fraclions rationnollos ( ' ). 

Ces fraclions rati oniiej les out a I’inldrieur de D d’auLres p 
quo ooujl de /(jc), oo sonl les ])dlcs des fonclions si 

sur les frontiei’es C« des doinaines en cliacuii d’oux, il s 
de supprimer dans la sdrio des G/, (.r) le Lernic qui ad me I ce p 
comme p6le [loiir obienir uno suile convn’fjeanl \'ors /'(a?); 


(‘) Voici iitic leaun'cjiie (jiii nous scni iiule . on pLMil (’iioisir cle itiiii 

qiie 

dans D„_, 
el 

I ^ ‘‘ re\lerieiir do J\, ,j; 

detei'iiiinons dc tnuine une fracliori iMlionnelle tnllo qne 

I (‘t’) ~ P„(a;) I <— a l’ovl(5i'ieiir do 


oL 


I P„ (^ ) I < — dans 


CO qiii csL possilde piiisqiie r„{a.') est rdgiilidre a I’cMcrionr de I)„; aloes, en po 

on nui'a 

I < ^ dans I)„. ,, 

|H„(.r)| C i I’oxltiricnr do D,| 1 1 , 

ct la suite des fonclions rntionnelles coiuergeea vei's /(.r) dans D cL 

z6io i\ I’extcrieur de U, 
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1 ‘ovient a re in placer par leur somino deiix lermes consecnlifs do 
la <5erie. 11 y a la ini inconvenient aiupicl M. Run go a reined le on 
snbslimant aiix fractions rati oiinel In', G„(.r) d’autres fractions 
(lout les poles qui n’appartienncnl pas a f{‘V) sonl situcs siir la 
fronliere G du doinainc D. 

l^a transformation repose sur lelemme suivant : Soil une Jr ac- 
tion rationnelle G(.'c) ayanl le sent pole on pent coiutruire 
line fraction rationnelle H {x) arant le seal pule b citoisi arbi- 
(rairement dans le plan^ et dijferant de 0{x) de moms de s 
pour tons les points cxterieurs c'l une bande enlouranl un che- 
min unissant a et b et dont I'epaisseur est aitssi petite qu'on le 
rent. Soil, eii ell’ct, c uiic eouvbe joignanl les points a cL b, eld 
Ic doinainc lialaye par nii ccrcle de ra^on 3 donl Ic centre deceit c. 
Prc'nons sur cetLc cotirbe c les points r/, a^^ fla? , . . ^ a, — b, Lels 
qnela distance de deux points eonsdentifs nc depasse pas Ao (A ■< i). 
On a 


I 


.r — a 


1 


./■ — a j 


a — ill 

(X — rt, p ' 


(a — /a — I 

I .r — fl I \ — « I / X — a' 


X elant suppose a I’extericnr de d^ la fraction rationnelle ,s(.c)formee 
par la somme dcs p [irciniers tcrines de ee devcloppeinent diOTcrc 

de — ^ — de inoins de cn valeur absoluc, (iiielle que soit la 
valeur de x extdrienre a d : pour p assez grand la fraction s[x) 
dilfercra de — d’aussl pen qu’on voudra. De in cine, on a 


( j" — aj 



[s(.r)yq 


('I ponryj assez grand, le second membre dilTeredc ^ d aussi 

pen qu’on le vent. On pent done rcinplacer tons les elements 

sinqdcs de G(.r) par des fractions rationnelles ayant Ic senl pdle 

rt|, de maiiiere ([iie leur somme H,(.r) dilTere de G(j'') de nioins 

de - on module . De mdine, on eonstruira iinc fraction rationnelle 
r 

ID (a?) ayant le senl pule a-, et difTerant de Tli(^) de inoins dc 
en module, ele.; on arrivera ainsi a nne fraction ayaut le 

senl pole /i, dinerant dc If, _ i (a?) de inoins de y el par consequent 
dc Gi(a;), de inoins de t. 
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(j; 

(hi peul (I’aiilcur^i clans rr(j^), i*(3iupl«icer lo pttlo niullijilo Ij pai' 
dc', poll's sinipli’*' voisins. SoieiiL on oflct ^,5 /i-... hh dcs poinls 
\oisiiis ilo la iVaclion 

{ .r — 61 ) (.r — ij ) . . ( ~ bh ) 

a pour liniilc • - ' qiiaiul Itia bi teiuienL I'crs by co ([lupormol 

lie siiliNtiliior celle fraolion a avec l’n[)p^o^inliUion f|Li’()n 

Mnulra. 

Xmi>a\ojiS suppose ic point h a d Is Lance Hnie; Mip[)osons inalii- 
[('naril qiie ce soitJe point a I’infini : on fera la Iraiisioi'nialioii 

r 

or = 7- j 

.r, — *i 

hi olant un point c]uelcuiiqiie, C[ui remplacc la fraction G(^') par 
111 fraciiou Gi (.Of) ayaut runique piUe 

tif = b j — (- — 


(on [leut to njoiirs suppose!' quo a n’csL [las nui). IjO function Gi(.r() 
pout eli’c reinplacce par la fraction H| (.^*1) ajanl lo sinil pole bi el 
la Iransforinalion inverse 110ns donnera 1111 pol^'iioinc enticr 11 (,?'). 

Ajqiliquuns ce leninie a la fraction (Inni los jiules son I 

sill- G,i. Son a im do ces pidcs ; jc peux Ic joindre a nn jiuint b do G 
sans travci’scr ; eneilot, si les carres cle ciivelojipaienL a 

de touies parts, il y atirait ueressairemciiL ihiiis Talrc ainsi eu~ 
loiirec, (les points de C auxqncJs je pourrai le joindre, sinou ions 
Irs points dc relic airc apparliendraient a D, done a 1 )h_i, ee qni 
eat impossible pitisqne a idappartieiil pas a Jo peiiv done 

ivinplacer par one fraclion doiil los piVb's sunt snr C 

cl cpii, al inlei’ictii’ de diilere de gfi{^) <lc niolius do Alors, 
si 


on aura 


11/1 (j') — ) -h hji.{cr)^ 




ponr tom puuiL de D,i_i5 cjiil n’esl pas 1111 pole iley’(.'i'), Ga serie 
-I- 11,(3?)] . . 4- frr„(.t') — ij„., ,(.!')) -h. . . 
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a pour somme en tons los points regulicrs de D : cii nii ])dle, 
iin Icrmc de la hcrir cliin seiildevicnt infini el sa parlio prlnripale 
csL precisumoiit cello do oc polo dans f{jc). 

Supposons jnainlenant (|uc la fonctlon /(ji) soit roftiiHcre ilans 
D et qiie Ic domaiiK' exloriciir a D soit d’lin seul lenanl : on pcuL 
joliidre clunpic point do G, a un mctne point a, cxLorieiir a O, par 
<lcs lignos no Iravei’h.uiL pas D, el reiii[)!a<’cr cliarpic fraclion 

par line fraclion P„ ayanl le ijeiil pole v. La foiiction /‘(:r) 

sera alors roprescnldc par ime scrie do poljnomcs cn <[in 

convergera iiuifonm'nicnl a I’inlerieur <le D. Si, on parliculicr, on 
pronJ Ic point 7 a I’inlini, on represcnlera la fonclion par la '^oininc 
J’unc seric dc poljnonics enliors en .r. 


Re marques sur ies Revcloppements de M. Appell. 


Les rcsnllats pr(!icedcnls pcnvenl dire ratlachcs a nnc autre 
indlliodo rpic iM. Appell a fail connatlrc on 1882 , ])Our rcprdscnlcr 
par des sdricjs de fraolions ralionnelles los fonclions liolomorphcs 
dans unoaire liiniUM! par des ares tie cerelc ('). 

Soil D iiu (Ininaine donl le conlonr G c^l forme par y; arcs dc 
cerelc G|, G^j G,,, ajanl pour conlros los points X), Xo, Xy, 
et loiirnanl loui lour convoxile \ors I’inldrieur dn domaine; sup- 
posons en ouLro ([u’aiicun poiiU du domaine oin erl D n’apparlicniic 
a Tun de ces cerelcs : .oclani nn point inldrieur a D eL/(x) regn- 
liere dans cc domaine, on a 


fU) 




/, ~l> 

_LV f 


Supposons ([ue x reste a I’inlerienr d’un domaine D' inlericur 
a 13, on aura, quel que soit/', 


— 37 


.r — 




{*) Voir Acta malhenuiltcu, L. I, i88i, rl Dcveloppemeals en se'rm cVitne 
fonction holomorphc dans line an'e Ihnilec par des aics de cei'clc {jValh. 
Aimalen, ltd. \\T, iSs.t, p, u 8 ). 
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I' I 

Or 

I I 

V — .7 “ i — . 27 . — ( .r — x/, ) 

f 5 — .r/, (-3 — . 77 JV ‘ 

~ x — xt, ( .r — x/ Y “' r.r ~ .7-7j^ 

rn uiLegnmt terme i\ Icrine lu serie uni form c^ineni converge a U: 

obtenue en iiuilliplianL par‘~~ les deu\ memhres (ic I’egalite pre- 
redenic, 11 vieiit 


f = -0. 

y 1 7: ^ /('j -3 — X X — X), 




( X — • X!, f- 


{.r — X/, yi 


4- 


ou 


'cu-, 

en repdtaiU ce calciil pour IniUcs les valeurs cle /., on oblleiil 


A^) 


n — ^ 


A? 


^[^{X' — X^yi ' {x — Xi)'! 




a;( 


el / (.r) csL repr^senlec par ime somnie (I’lme serie de frae lions 
ralionnelles, convergeiUe pour louLe valeur de x inlerieiire a 0, les 
seiils pdles des fraelions dLaiU les points ... exldrieiirs 

a D ('). La convergence de celLe seide csL imiforiiie lorsipK* x esi 
dans le doinaine O'; cu ellcL le module de I’errcur eommise, en 

s’arrelant an lorine du deveioppemciiL de par rajipoi-L 

iuix puissances esL cehii de Texpression 


(, 


2 — xk \ 'I 7 


X — Xf^ j Z — X 


et en .s'arrdtani an lerme de la serie cpii rep rd sente I’inle 

grale prise le long de G^, le module de rerreur e.sl eelui do 


* f JAa ^ i •'^v . \ '> , 


(') Le iu.5mc ra.son,icmcnL pnaivc que la sc'rie esL canvo.Kc.Uo oL ■, 
bomnie /eio pour Ions les poiiils exl^neurs ft I) cL .'t Loios los reiolcs. ' 
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qui cst jiifdrieur il jM/j?, M ctanl nn nonibre fixe, indepenclanl de <{ 
cl de x; done, en s’amHant au terme de la serie qui donno 
j {x)^ on comm el une erreiir dont la valeiir al)soliie ne depasse 
pas 

Supposons que D soil liinile par nn '?eul conlour el prenons 
d’al)Oi‘d assez de Lermes dans lasdrie pour tjii’on ail, cc elanl dans 

RH(a/) elanl la somme dc'i ternies qu'on a pris; ll esl mic fraclion 
rationnelle donl les pAlcs sonl les points x/,. Lc domaine D elanl 
limite par im sen I conlour, on pent joindre les poinU Xh an point 
a I’infini par des lignes ne Lraversaiil pas D, el Irouver iin polynomc 
P„(ar), Icl que, a [’intei’leur de IJ', 

cl le poljnome P«(.3?) difTereradc f{x) do moins de cn module, 
lorsquG X esl dans D'. 

On (led nil facileineiiL de la la possihilild de repr('>.senLer f{x) 
|)ar line serie de polynomes flans une aire 13, llmilee par iin seui 
conlour, en remarquanl (pie la mdlhode de M. Apjiell stqipose 
seulemenl que eliaque poini du domaine esl exLiudcur a Ions les 
cei’cles. Soil D/, le domaine oliLenu (‘u relranelianl de D la 

p or lion halayde par un eerelo de rayon donl le eenlre deeril la 

fronliere C. Pour n assc/ grand, l)« exislc el ee domaine esl d’un 
sen I tenanl. On pen I lra(',er un conlour silmi dans I’anncau com- 
pris eiiLre D„ cl eonlenant I)/, a rinidricur, formd d’ares 

de ecrelcs lournant tons leur eonvexild vers D,,, ecs cerclcs dlnnl 
eonlenns loiil enliers dans I’anneau. Soil alors P/<(.r) un j)olyuome 

enlier qui, dans IJ„, diflerfj de /'(.r) do moins de f<a suile pH(vr) 

a pour limilc f{x) lors(jue x esl un poini inldrieur de D, ear ce 
point apparlienl a !)« pour n asse/. grand. 

Dans lout eo qui prdcfVIc, nous avons suppose que le domaine D, 
dans lequel J\x) cStail reprdsenlde par une sdric de polynomes, 
dtaila distance finic. Suj)posons (pi’il s’dlcnde a I’inrmi el soil 1) 
la portion de eo domaine eonlenuc dans un ecrcic de rayon n cl dc 
M. 5 
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cciilre online. 11 oAisle iiu ['jolynonie (jul clatih 1)„ (lillori! 

fie inoins tie la suite dcs pol^'iionies eouver^i! 

NtTS y’(.i’) eii Ions les points dii tlonuilne onvert 1). 


Les polynonies dv Tchabicho (} . 


EtaiU (lonnecunc ronction y (?) de la variahlc rdellf! C) ('onluiiic 
(Ians mi intervalle (Uj b)^ ii exisLe im puljuonio f3iiLi(’i‘ dc dn^n^ n 
ail pins, Il/d^) poiii' IcMiucl lo in:i\inunn dc (y’(^) — II h( 0| es| 
inltn’ieur ou eyal a celiii qu'on iibtleiidraiL an rcinpJmninl, Il„(^) juir 
lout auLre polyiioine de degrt' it. Lc pol^munie (nnnul, ponj' 

i-pprdseiitcr y\?), une appruxiinalion siijidrieiiro a celln (pit' don- 
norait uii autre [loljnonic du iiidnic dej^re; (‘(‘ jKilyiionie do dc^ri' n 
au plus est unique et s’appellfJ tin jiolyiioiiH! de d\diehi(‘li(‘ir ( '). 

Soil f {x) line fonclion coiiUniic de la varialde (ainqilcMs dans 
Je doinaine J'ernu; D; il existe tin poijnoine enlier cn de dof^n' t} 
ail phis, lei que le maximum du module de j\.r) — U„(.u) 

soil infei'icur uu egal au muxinunn du moiluh' de la dKl’ih'eni'e 
correspondunte pour loiU aulre polyuonie d(‘ degir n au plus. 
La deniunsiralion esL la mtluic que pour le ('as des vanahJe.s 
reelles et je renverrai pour cie point li rOiiyrage de M, Iloix'l. \n 
ronlrairc, les ddmonsLralions (Ins propri(!l('s des pol)n()ines IlH(.r) 
sont (lifl(irenles des dtimonslruLions dc ees nidnuis jM'opi'i(H('iS dans 
le domaine rdel, ([(jinonslrnUons donl rexlension an (;a.s des 
\ariables comjdexes semblc ddlicale (“). 

Lp poCvnome dc dt^gve n au plus csl u/ib/ur (■‘); et! 

resullal sera la consequence do la projmsilion siiiyanU; : .S' mV p, Ic 
maximum du module dc 11,, (./■), oh l\„{x) c.sL Ir poly., 

no me dc TchebteheJJ de dcgt'A n.^ il y a att mu ins n ~p a, poinU 
en lesquels ce module e.<it cgeil h p. Snjqmsons, en ellel, (pn; le 
module de ceile dillei’encc soil ('gal a p (ui p' /, j points 


(P ymr «ORiL, Legotu sur tas fonction^ dc varmhlc^ i coUc^ i, S. 

' (•) J a. Utmse IC. Ic Md.ntm-e rle M, L. r<a.iua.f, / iwiinomi dUnun-os.nma ziunc 
di Tchebychev {^Annali di Matemalica, l. XV, jiiiw itioH) 

inicfommn ,|e ((,..( viu'a.lilc, Wrllrs, il .xime 

phsicn.s oa n.u.ic une .nfnuKf de potjimmes cfo (I(‘t;r6 a (ToNii.u, lor. 
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seulement el soienl ^ 12 , . . . Ics ralcurs ric 
/(a.') — Il(a') = «f(») 

en CCS points , ^* 2 , . . . , ^Vp\ 

I |a, I = I ,Un I = , . . = I I = jl. 

II existe jiu inoiiis un polynoine de de^re n, (|ui eai e{>al 

ii /{x) cii CCS p points [)nlsquc p nc d(5jjusse jmis « + i ; fonnons 

la tlifrereiice 

( a- ) = fix) — f n (a* ) -H a i3( .T-;] = tp( .r ) — 7 wta’ ) 

dans kfjLiellc a est ini nonihre reel coinpris enlre o et i . Les 
fonclions ca el m sunl continues dans Ic doniaiae I’cmie D; on pent 
an lour de eliaquc point dc ce clomiunc decrirc un cerrle dc rajnn p, 
teJ quo in difFcrciice dc deux \'alcurs dc a ou de deux valeurs 
de ro, en deux points du cerclc iiiterieurs an doniaine, ait un module 

infei-ienr a ~ yp., Uccrivons aiitour dcs points X\ , ^' 2 , . . Xp comnie 

c(‘n tres dcs cercles de rajon a ; on a, a I’iiiLcricur ot sur in circon- 
ferniec de ciiaque cercle, 

1 I ~ < {A, 

puisqu’on a an centre 

(|)(.rA > = jaa(i — ct), [ I = p(i — » ) 

ct dans le cercle 

— (J/(.r/)| < I fl.r) — I I ni(.r)-.- 7ii(.r^) J < 

Dans le doniaiiic Id, forme ])ai’ la partic de U extcrieiire aux 
('crcles, |<p(-3'')l a un maximum p., Infcrlcur ii p cl jm(j7)j un niaxl- 
niiim p.', ou a done 

1 I(ar) I < |9(.'W) I -t- M|Tn(>'p}f < 

])rcnons 

"h «p'< |A, 

0*051-11- dire 



gg CIIAPITRE II. 

le inaAiinum de| -ifx) | dans le clomuine D louL cntier est inlVinom* 
A et le pol^nomc 11 (.r) -h o'ni(.r) de de^rr n donnaiU ime 
a|)proMniatioii supericiii-e a celle dc n( r), co dernier 
lie 'serait jias un polynoinc de Pclicliiclioll dc dej *]’0 /?• 

Admellons niaiiitcnant rcxisieiice de deux polynomc.s de 'IVlie- 

hiehen'de degre tu (^)’ lepulynoine " Chl au^M un 

polynome de Tchehiclicfl tie degre //, car on a 

.. . IUa:)+U,(.r) 

3 


el 




[/(.7-)-n(r)| + |/(.r)~n,(.e)| 




rcgalite ne pent avoir lieu que lorsquc )/ — II [ el |/— II| | ^>onl 
tons deux egaux a [J., si u est le maximum correspondanl a II et 
a n, ; en un point ou atteint son maximum p, on a (lone nt^ces- 
sairemcnl 


et les arguments de ces dilTtircncos sunt egaux, sinon Ic modide de 
leur demi-somme serait infciricur a p; done ccs din’eronct's soul 
(igaleselil en est dc m(5me dc FI etlli. Ges deuxdcrniers polynome.s 
de degre n sont done egaux pour /i -h ‘i points an moins, It's h -H 
points en lesquels le modtde de ']>(.'?’) alteint son maximum p : ils 
soul done idenliques. 

Aiiibi, a line fonction donnde /{x}^ correspond un seui polynome 
de Tchebiclieir dc degrti n : celte correspondancr csl continue] 
en d’aulres teenies, (ilant doniKJ un nomlire posilifs arbitrairemeni 
petit, on pent lui fairc corrcsjiondrc un nombre '/j lei tpie I’int'galiU' 

(i) 

lerifuje pour tout points dc D, cntrainc rinegalitc 
( Il{.r} — TiTC.r) I < e 

pour lout point x de D aussi, 11 clant le polynome d’approxi- 
malion dedegrd n de la fonction /, et m celui de 'f. En elVet, .s’il 
en (5tait autrement, on pourrait trouver un nombre s tel que, (picbpie 
petit que soil tj, il y aurait une fonction tp viirilianl I’inegaliU; ( i ) 



DEVEi n'uNE ^o^'CTIt)N iioLO^ionniic kn sihuR pe poi, gnomes. 6() 
el pour laqucllc on aiirait eii nii point de D 

I II - TiT I > £, 


Donnons a a Ics valours i , ... el soicnL , Oo, . . . , 

> p t ' I ' 

Op ... Juh fonolions o eorrespondanles, W|, ria, . . ... leurs 

poiynoines de TcliebiclieU'; Ics polynomcs r^p sonL homes dans D; 
eii eflet, si M est le module maximum de /, on a 


I 0/( ( < M > 

el 


[Ji elanL Ic maximum de \/ — n|; nsp donnaiiL itne approximation 
au moins egale a celle de FI, la difTercuec [o/, — nr/,) a uii modulo 


maximum au ])lus e^al a p + - > 


done 




I :S 1 1 < id P ^ -i- p 


IjUS nsp etani homes, on pent de la suite de ces polynomes 
extraire line suilc uouvelle qui converge uniformemeul vers line 
fonction limito w : celLe fonction est uii poijnome de degre n ('). 
Continuous d’appeier , njp . . . la suite de polynomes (jui 

converge vers to : celle snile dlanl extruile de la premiere no pent 
converger unirormement \ers II (.r). Lc module de / — to nc pent 
etre inferieur a p, je dis qu’il no ])euL pas non jilits Ini (Hre su])d- 
rieur; en elTet, I’inegalile 

entraine, on passant a la liniite 

I/— ra|>p. 

Done TO est identique a II, puisque lepolynomo d’approximalion 


(') On lc voiL, en rdpdlant clans le cas cics polynomcs, le raisonnement de la 
page 23 . 



oiiAi‘iTnr II. 


tk\/\.r) Oil unique; on a done pour/) assez grand 

I 1 1 — W/) I <C £ ) 


ce (jui esi coiilraire a I'liypollit'sc ( '). 


bupposoiis niainlenaiil quo soil line fo noli on ludomorplio 
dandle fiomuine D el conlinue snr le eonlour C, il c.vislc, ([uel qu(‘ 
soil e, un poh'iioine icl que 

' f{x) — P(./') I < e 

dans JJ. 

Supposons qu’ou ail calcule Ics polvnonics do Tclichicliefl' 11 ,, 
n_., lift, ... donl les degres •jonl respeclivemenl i, 2, 
n, ... an plus. Soil Ic luodulc maMimun de f — • If«, les 
noiuLves o„ ne croissonl jamais aveo oar un poly no me de 
dfi^ie n — 1 peul cm* eoa.sidure eomme un [lolynomc de dogre /i 
donl le premier eoeflicient cst nul; d’ailleur.s aucua p.„ u’osi mil, 
si /i / ) n’est pas un polyaome. La suile a une limile a (piaud 
n ei’oit ladefiniiuciil cl eeltc liinito esi nulle, siiioa il n’e\isierail 
auoun polynonie P pour lequel la dillei'enoc y’~ P ait 11 a modulo 
ma\iiiiuai inferieur a p.. La .sdrie do j)oljnomos 


a pour sommey el la somme des /? premiers lormes de eolle 
sene esi tin polyuome de tlogre n au plu.s tpii rejiresenle /’ avoc 
la tae ill cure tipprtiximtiiion jiossihlc pour na jiolyaoiuo de (*(> 
deg re (-). 

On peulespt'rer deduiro de la cousideralioii ties poijnomo.s II„, 
relatifsa aae fonclion Jiolomorplie /(./.•), Ja deinonsiraliou de la 
possihilite lie developpor / ea scrie do j)oljnomes. 

Ucmarqiioas quo lous Ics !!« soul bornds, car 

I I •< M -I- sC fll -H pi, 

M dlanl le module maximum de/dans D. Done do Louie .siiilo 


iatiattlc ''’ai’Pliqi'onl auss. ai.x d’unr 

.hn^ r ‘ ‘I® degre « IjovniSs siu- ua scgmeal boat bonais 

dans Unit (lomainp coatenaiu ce segment. 

7 "’*""'- ‘I"" l’app*'0^'>n.u.0a esl mesurde par k valciir maMnuua 
U - I I, on pourratl adopter tnie aulrc roavcntion. 
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iiifinie lic polynomos [I„, on pent ex I pa ire line 5>iiiLe noiivclle coii- 
verycale, pour laquclle jj.« a une limile p. II faiiclrait deinoulrer 
qne a == o ( ‘ ). (*) 


(*) II esi (ii"ne dp reinai’i|iip poiu Ip tUuorciiic cori’cspondant relalif au\ 
Jonclions d'unc variable rpclle, la difliculte rosidedans la deiTionslralion que toiitc 
biiile inlinic ile-> 11„ dunnc uaibsaiice a unc suite fionvcrgciile. Celle pi’oposilion 
clablie, on en dedint quc ij = o (oo//’ Toni laa, loc. ctl., p. do ). C’csl Ic conlraire 
qui sc prdseiilc pom Ic dnmaine coinplexe. 



CHAPITRE m. 

Lts SERIES ])E POLVNO.MES ET LA REPRESENTATION CONEORiRE. 


Les series fie puissances rVune fonc.tion. 

L(;s tlcveloppements en series cle polynomes ohtcmis au Cliapitre 
pieredenl onl cHe tied nits do la consideration tie 1 ’in ley rale tie 
Cauchy • si nous associons a I’emploi do la forinulc tie Cauchy le 
pr<(C(hle de la j-epresentalion confornie, nous ohliendrons de nou- 
\eaiix dtH'eloppeinenls importants. 

Soil F ( c) line foncliori holomorplie dans une aire D, limiLdc 
fiar un conlour simple C : celte fonelinn peuL (Hro rejirt^senLi^e par 
hi somme d’une serie ordonnee par rapjjort aux puissances crois- 
sanies d’lme /’onclion/(a") qiii ne ddpend qne du domainc, les 
cocflicicnls du developpenieut dependant souls de la fonction h’(.t'). 
On aura 

(0 FLr)= ao-i- «,/U') + 

Lorsqtie D est un cercle, nous relrouverons la sdrie de Taylor 
cn prenanl 

f{x) = x — a ( 1 ). 

Soil /(.C ), la foncLion holomorphe qui periiieL d’eHocUier la 
represenlation confornie de I’aire G, sur un cercle T do rayon r 
Imiite p.ir Ja circonference y. l.a iransfonnation 

oil a? = 9(X) 

(/ est holomorphe dans D el cp dans F) fait correspoiidrc a la 

(') PmsEux, nechcrche, sur les fraclions algcbrigues {Journal do LioueiUo, 
L. J^vdopper l^s mcmesy d’a.io i^Mnlion algo- 

iiirin 0 Sill van t les puissances d’tine fraction rnlionnolle do x. J’lii 

7** redaction dcs pages i(iii siuvcnt Ic Mdnoirc do I\I, KAniin, 
AIunchen''t^Tf^^ Funltionon {Inaugural Dissertalion, 
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foiiclion I'"(.r) une fond ion F, (X ) — l‘'[^(X)] holomorpho dans F; 
on aura done 




F,( X) = rto-(- X H- . . .w- a/, X"-f-, . . 


ou 


L 


W(7.)dL 
7i '‘ ' * 


r \^z) f'(z)(iz^ 
Ji: ’ 


Y esL niio circonl'orenco coiioonli'iq no a y el do rayon inferiour 
a r, inais a ns si voisinc de y ([ii’oii Je veiil ; (7 cstle eon to nr qui lui 
correspond dans la repriisonlation (^onfornic on loulo an [re conrhe 
(le 0 cnloiii'anL Ic point correspondnuL a 5 — o. valeiirdi! a„ est 
indepfiiidanle du rajoii de y', pnisrjnc F( (X) osL holoinorplie dans 
le domainc onvcrl F ; lo devidoppcinont (■>,) esL par C(inse(|nenL 
valolile pour lout [loiiU \ iiiLi'i’icnr a F, el en r(Mnpla(;ant X par 
/(.e), on voil (|ne le ddv'oloppeincnl ( 1 ) esL I'alahh’ ])OUi“ LouL point 
X iiitdrienr a Soil M 1<‘ niodnle inaxinuiin <lc F'(^') dans el 
])ar consequent de F) (X) dans y'; on a 


l^nK-prr 

v’ dlanl le rajon de y^; done 

F), 


car r' cst anssi voisin dc /' (ju’on le vout. 

Udeiproquement, donnons-nous line suite do noinbres arbi- 

traircs l-els q>ie Iim(y|n;, | ne depasse pas la siSrio (i) con- 
verge uniform emciiL i\ I’interienr de I) et la son une do eelle seric 
cst une foiietion lioloinorpbe dans 0 (-). 


(’} L’exprcssion liniH,, rc|)i'ii‘;cJile In plus giMiulc des liiinlcs dos noinlircs k„ ; si 
I’on suppose nuc ii„ Cst I’ahscissc d'uti pofni U,,, sern I'libscisso dii poiiu dc 

I’enseinble ddnvii dcs Ll„ qui a I’abscisse In plus grande; cc point c\isLe, piiisqiic 
I’cnscjuble denvti cst ferind. 

(’) Si Ics aiomln'es «„ tic soul assujetlis ((u'i\ la eoiiditfon dc foiirnir pour 
lim yl a„ \ ini lumibrc iiiftlricur «i l<i foncLion admctlra en gdiKiral la 

coiirbc C coinmc eoupurp. La ddirioimlrnlion cst iiiimddialc lorsqiic C cst une 
coiu’bc anaIjrLiqiie rdgiilierc; cn cfTcl, iliiiis cc cas, cst liolomorplie sur C; 
81 peat dire prolongec iui delft de G, la fonclioii l'',(X)= r'’[y(X}] pent 

dire pralongeo nu delft de y» »i<us cola est impossiblo cn gdneral, car lu fciiction 
iqiX ) ad met en gen dm 3 son ccrcic tie convergence com me coninii'c. 




CtUPITRi; III. 


Si ie tloinaiiie J 3 esf aniinlaire cl liniitc piii ’ clcu ^ coiUoiiih 
dimples G ( el Gj , nous ariivcroiis a iiu devcloj)pcnioul analof'uo a 
c<*Ini fie Laurent . On pent fairc la representation ronloi'ino do ( u * 
doinalne sur I ’a ire compri.se etilre deux circonfercnecs coiiecn - 
iriquc-s *'i el yj de rayons /’( el /s (/q <C ^’ a )* Soicnt 

X =/( a 7 ), .r = (^( X ) 

les rormules de Iransfonnatioii , la fonction Fj ( X ) ~ 1 * |< r>(X )[ e.sL 
niainlenant iiolornorplie dans ranneait rirculaire yi y-i et I’on a 

rt oo 

F,(X)= V «„X«, 

— ^ CO 

d'oii 

o 

a\ec 

» r Vi{Z)dz 1 f if{z)f'(z)(iz ^ 

Z"-" |/(5)J''t‘ 

y'est line cii-confcrence comprise enlre y , el ya «'t G ' la eoiirlnt eor - 
respondante on Louie aulre oourbe cnveloppani C ( el . sihu*e dan.s 

D ('). 


1‘) Si Ie (loniiutit* U csl limile p.ir <lcs eoui-lie*. C, (.1^, (1^, el s’ll csl pos- 

sible de fane la lepieseiUalion coiiformc de I) sur un doiiiaine liiiiile p.it iniecir- 
coiifci'cnre y et des circonfcrcnccs y,. y., y^, inldneuii's ,i y, on drnioiili'e de 

nieme Ie dcvcloppcinent 


K(r) 


n — <o h 

«=ll ilriTl 


« — J 5 



Cj etiinl Ie centre dii ccrcle ‘y. iMais la possibilite de la rcpresenlal ion eonidrnie 
n’est pas iigom'eu^cmeiit demon tree 

iM. Pamlevc [.Sne /e.% lignc^ singulivres, etc do Ttudou-io, iHHS)| 

a icpiesente une fonction anidylitpie ./(.«) posseilanl dc.s lignes singulieres pur 
des dc^cloppements de la fonne prerMenlc Si Ton fail, en elfel, la represen t.ilioii 
confornie du doinaine A esti'rieur a nn contour G cnferniant line ligne singiiliere 
de F(.r) sur Ie doiname cMeriour .i im cercic y de ocnirr G, on ohlient pour la 
fonclion F(.r). siippo^de reguliere dans A, im di5vcloppement de la forme 


n =:0 


— cj -' 


II suffit dc snpposer que le contour C, du IcMc s’^st liloigmi Ii I'inlini. Li.rsqne 
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Revenmis an developpiMiient (i). coef/iclenls ci„ penveiH 
s’oblciiii* iiisdnicnl par le Llieorunic dos residus. s’anniile rii 
nn polnl, dc D, oeliii ipii correspond an cciUre de y; cc poinl. pent 
etre cJioisi iirbilrairemenl dans D. 


fj’InLegrfde 


Un — 


I 

'2 ITT 


J, 171 ^''“ 


est eyaleun rdsidu dn pole de 
Soil 


ivi 

I" n-w 


(jui correspond an ;5ero dc /(.r). 


(pfX ) = X -f- ^2 X- -4“ . . . -H X" + . . 


Ic dcveloppcineiil de Mac Jjanriu de la ronclion o(X) aiilonr de 
X=:o (nous snpposons, ce (jiii csl lonjonrs po^sil)le, ipie \ — o 
cl u: ~ o sc corrcspondeiiL) ; rcinplarons ,/• == <3{X) par sa valenr 
dans F(.r); on doit oblenir 


soil 

on aura 


p j ( X ) = r* [ <p ( X ) I " -f- rt I X -f- . . Cl, I X'* . j 

!<' (.r) = A 0 -h A I .r -i- , . . + A,,.r" 4- . . , 


F,(X) = 


Aq A 1 (ff 1 X ^2 4- . . ,) H-.. .4“ A/AyjX4“5'2X*4“.-.)^*"t*..., 


d’oii 


= Ao, ^/|=:«|Al, «0 (/2 A) 4- A 2 , 

t(„ =3 Aj 4- P 2 A 24 -. . .4- A„, 


IjCs coei’licienls ^/o, //t, - ..i <int •'’Orit des fonclions lincaires 
el liomogcnes dc Ao, A|, . , A„, ... el pcuvcnl done elre calculcs 
lorsqn’on connait nn elemenl dc la I'oncLion analyli([ue P(.r) ('). 
Uu cas p.irlicidicr Jinporlanl est cclni on /’(a;') esl nn poljniome 


la fonrltoii J'’( 2 .’) adiacl ])lusiciiis ligncs siiiguliiirc*;, (ju'oii pent cnl'eimcr tlims des 
conlours C,, 0^, .. , C^,, oii rcniplacc F{.«) par la soiaine dc n fonclions donl 
cliacune n’atlmel qiiVine scale drs lignes singuliercs dc o rdsiillc 

qiie F(j:!) esl reprcsonlt5e par la soaniic ilc n de\ cloppemcnls de la forme prccii- 
dciilc, la foncUon /(cs) vavianl ]mhh’ ch.i<nic <lt5veloppcmenl. On veil qu’on 
pourrail prendre la iiiiime fonclioii /, si Ic ihcoreme siir la rcprescnlalion con- 
forme dlail ctahli, 

(*) O'esl ceilc rcm.irqiie qiu coiistilne line des parlies csscnliellcs de la mclhode 
de RI. Painlevd pour Ic calciil des diiveloppcmcnls rclalifs an\ domaines illoilc's. 
On poiirra voir, A ce snjct, la Note de iM. Painlevd dans Ics Aepo/is sur Ics va- 
riables recites, dcjR ntees. 



cuAPiTRi: tn. 


:c 

enLier; le doinaiue D e&l alors Iimild par iiii arc dc Iciiiniscale (pii 
n'enferinc qu’un seiil zero cUi j)o] 3 'nonie/(,r) ; iioii.s rovicndroiih 
dans Ic Cliapilre siiivanl sur le^ ddvcioppemenis do ccLLc! nalun*. 

Unc inleressanle applicaliou des dcvcloppcnienls ( i ) csl r(:lnl,i\(i 
a la ihi'airie du prolonj'enienL unalyU(|iie. vSoit ./ (, mi poini, d(> la 
circoiilcrcnce dc con\cr^ence d’mie scrie dc Taylor; Iracons luic 
comljc C, inlcricure au ccrclo, tangeiilc cii .r,, a la cin'onlV'n'iice 
cl forince par iin seul arc anulylique ct rcgulier. Soil, /(,r) la 
foncllon qiii domic lii reprcsenlalion conformc dii dmnainc I) inU’*- 
ricur a C sur Ic ccrcle y de rayon f\ /{j') csl rcgtdicro dans I), 
conlour conipris; si F est rdg^Liliere cn ,£■(,, (die 1(* sera dans l(! 
domainc Iiinilt* par iinc courlio C) e\l(5rienrc a I) cL voisinc d(‘ C; 

Fi(X) = V[fiX)\ 


sera done liolomorphe dans uu ccrcle y, CAU’rirnir a y. Or (‘ela 
aura lieu si 

Hill \/] a„ I < ; 

lorsqiie 



le point esL singulier. Dans la tlK^oric du prolongeinenl ana- 
lyLique, on prend generalemeiil pour G un cerclc cl Ton a 


/(.r) = — 

la laleur de depend alors d’une suUe iniinie de cncflieicnts 
re F(a7). tin clioix coiivenalila de la foneiioji /(,r) pcnncl dc 
remi^dier a cel inconvcmcnt ct conduit a la d(iinonstralion de cer- 
tains crileres de r(5gularile on clc singiilarile pour le poim j{‘ 
lenserrai pour une eLude di^tiiillco de la question an travail dirn'i 
I e de M. I<aber et a un Memoire dc M, UndeJdl’ ( ' ). 






Voyons mai.uenn.u co.nmeni la mdil.o.la .Ic la r«|„.,S,,ni„,i„„ 
(on oiiiie peiu dlie lUilisee pour ohlciiir, ihins Ic dcnminc I), line 

( ) E, JjIMDELiJl?, 7 /pa * 
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fonolion holoniorpUe qiiclconqiio <101111110 iruiio 

some 

«o-+- «iPi(a-)+.. . 4 - 4 -..., 

dan.s Inqucllc les pnlynomes P/;(.'f) ne dependent que dti do- 
maine 0 el les coiislanteii a„ seiilci. clopendeiil en on Ire do la 
fonclioii A cliaqnc doniaine D sera ainsl allaclicr une 

faniillc de poljuomes ('). Nous sn[)[)oseroiis quo le roiiloiii' (I 
liniilanl le iloinaine siinpIeiiicuL ronnexe I) suit rornie d’uii soul 
arc de conrbo aiialjlique el regidler. Soil K(a?) line ronclion 
lioloinorplie dans D el conlinue siir C; nous alluns appliijiinr de 
nouveau le llieorenic de Caiicliy cl iiilrodulre un eliangcmenl <le 
variable a.* — «p(X), qiii fera, eelLe fois, eorre.spondre d’une ma- 
niere coiiforme le doniaine intih'ieuv ii ini ceicle v de rajon 1 
au doniaine extericur a D. On a 


F(ir) 


_L Clk 

9 i-K J^. z 


K( 3 ) dz 



iq(p(Z)] y’(X) 

.p(Z)-.T 


la premiere inlegrale elanl. prise dansle sens direct sur le conlonr C, 
el la seconde dans le sens inverse sur la circonlerence y. f^a 
fonclion x = 'p(X) esl lioloinorplie dans Ic cercle y coniine la 
eourbe G csL forim^e d’uii soul are de courbe regulicr ol analy- 
lique, o(X) csl lioloinorplie sur la eireonfib*eiiec y el par eonsd- 
(pienl 11 I’inlericur d’uii cercle yo conecnlriqiic a y cl de rajoii 
Po(?o>- •)• courbe ipii correspond s'l y„ dans la I’cpre- 

scnlalion conforme; jc suppose en oulre c[ue lo poinl x — 00 cor- 
responde an eonlre N =: o du cercle y. On a, dans y„ 


o ( X ) — -1- 0 (q -1- o( j X -H . « . 4- '3C;( X" . 


La parlie de i’dlement de I’inLi^gralo (pu va joiicr id iin role 
fondanieiital csl 

dz _ ^'(Z)£//i 
z — a* '^ { Z ) — :c* 

etudions la fonclion 


t(Z) 


<p(Z) — .r 


( ’ ) Voir le Alcnioii'c de M. Kabuh, Ueber polynoimsche Enlmchelitngen { Math, 
Annalen, Fid, LVII, igoS, p. 38 j), cl Hd. I^XIV, 1^07, p. 118). 



onAPirni: iii. 


Sujiposojis (jiie isoU a rintericui’ dc la coiirbo C|, cori’enpon- 
(lanL au rL-rclr yi du CGiiLro X=o cL dc rayon '3 |(><pi<?o) 
( fig. Si Z t'st dans y, cl x dans C| on a Loii jours o(Z) ^ x el 



]a fonclioii '}(Z) n’a d’antrc pi'dc que 7 j=z o. D’aillciirs 




'j 



'J- 

_ 4- yp 4_ y,/ , 


done '|'(Z} a, a J’onyine, un jiulc simple dont Ic rcsidn csl — 
on pent ecrire dans lu voisinage de Z = o 


oil 




Mn— a--i- XiZ +■ . , 
!/ -a- ( «u — * .r ) Z 4- . . . 


au — .r -H X, Z -h. . , 
«(i- V) 


cL 


P- 


.T — Ko - 


Z -h ly'n Z^-h . .. = ajZ4- a^Z^-j-. . 


a;= -(, 7 - 
« 


^< 1 ) )* 


Ics 4 ne coiiLenaiU pas x lorsqne K esL supmour i\ i. On a 



.- 4 - . 


^ be coelliricat de Z", dans co ddvcloppeineuL, ne depend (inc de 
il cniuieiiL a; a la piiissanee, c’l'sl done un 
pol^noine eiuicr en de dej>re Q„(x) el I’nn peuL ecrire 

j p — (.»)Z" -h . . . 

d’oi'i 

«?.) + i =2 j [(». - .r) Q,,+ Q,,-, + . , X„.,, Q, + x„ I Z» 

=2 


0 ) 




Pi (a;') 4 - 'P^{,'v)Z 4 -. , . 4 - V . . . , 



u;s suaiiJH i)t: poi.iNOMi'ih hr la uiiPitusicNTrnoN coNi'oinii';. 


7i) 

'“‘’I 1'*^ |)o]yM()iii(! do (l(>^rd n i : oc (l('v(;loj)|)(’incnl osl 
Viila])lo |)()iii' Louie vahuii' do x iiiLerieiiro u I), car on pout suppu- 
sei' Ct niishi voisiii do (.1 (pi’oii le veiiL. D’ailleiirs ^ olaul 

i’(^guliere dans yi Ja sdno ']>(/) (uinvor^o iiniroriiienioiiL Miry, ; on 
a alors 

, / , /p > ,f . / , o( Z ) — ./ 

I ' n ' 

oar la fonolloii a i iil dj^rer esi rdf^ulion' dans I’anuoau comprih 
piiLro y cl y,, puisqiu! ('sl a rtnldrieiu' <Ie (^j,. 

I'ui doll nil,) VC, il vieiil, on inlcj^ranl lornio a leriue, 


(•A) 


F(,r) 


■JiTT ./y, 'f(Z)--.r 


si I’mi ]) 0 .sc 


= Uq I- U\ I’l (>r) -f- , . . H- On P/i (,}’) -t- . . , , 




JL 


r/Z, 




i./Z, 


ce.s inldj^ralos potivanl d’ailloiirs ('Ire calcuildi's Ns loii}^ do y('). 

Ainsi, Ics ])olynoni(!s l’„ son! (l(''L(!i’miii('’s lor.s(Hi(! lo domatiio I) 
osL conno, la ronelioii u’iiil(!i’\’ionl (jiio daiih l(‘ oah'id dos 

coonioicnUs a,,. 

Voici ([iiol([iu!s (‘xomplos dos diivoloppomonls pi’('; 0 (';denls : stip- 
posons d’ahord (|ii({ Dsoil 1(! doinaine d’liii (“(U'ole do rayon ll cl 
d(j eeiUro .r,,, on a 

/VS 

.r -- 'f( V) )■ .r„, 


./• ,7'o 


\ 


i , I F 

-j r= 

A .1 a 0 

I - - /i — ll 0 




done 




On re Iron VC la sindo dc Taylor. 


(') yi la fomiLlott l'‘(.r) iiMliiil jiiis conUiiiK' sur (1, oti romiilacut'.iil (1 pur uiifi 
cout’bfi voisiiK; ; Ips i)Uf‘f;nil(‘s ))n'(iii(li’iil(;(> sinsiioiU prisps Ip long do y,, cl no 
changei'aionL pns do vali'iir (iiiolqiip voisiii <(ue y, soitdo y, ])iii8(juc Iciirs I'libiiciils 
sont lioloDKn’piics dims I’nnnoiiii Iiiiiit6 par y, el y. T.o diSvcIoppcmout oltLomi sera 
eiicoi’o valable ponr ions Ics points a‘ iiilth'ioni'S A U, 




<,nvi‘iTiii: III. 


So 


l^renons inaintenanl 

>- = ¥(X)= x)' 

Si X est interieiir an cercle y de rajoii i cl de ceiUre orlgliic. 
X = pc'w, p < 1 , 

)r = (^p-h 7^ cosfo -+- 1' ^p — siiHu. 

Lorscjiie o est constant^ le |)oint sc — ^ i'f\ dcci’it I’elJipsc 


(-f)’ (-f) 


de foyers ± i. Jjorscjue 3 croit do o a i, I’cllipse, d’abortl Infuiic, 
dimiiuie jiisqu’.i s’aplatir sur le segment ( — i, -+• i ). A la familie 
des cercles conrentriqiies de centre origine ct de rayons inferiem's 
a im dll plan des X, corresj^nnd une fainiJic cPeJlipscs liomo- 
focales et, a rinterieiir de I’lm des cerclch correspond l’o\teriour 
de I’ellipse eorrespondante. Toiite fonetioii holomorplic dans mio 
de ces ellipses est diivelojipahle en serie do polynoines P;, (a?); ces 
poljnomes soutles coefficients dii dev'eloppcment stilvant les piit.s- 
sances de Z de la fonction 


or 


mais 


i = ^ j. = ■ . 

Z o ( / ) — a' Z r — a .r Z Z'^ ' 


aZ — a.s 


1 arZ -i- Z^ X — (.r -i- /a’*— i) Z — - (x — /.r* — i) ’ 




z« 


done 


Z — (.r — i) ^ (a:-F — *•' 

n = c 

a> 

1 ^ 

Z (a’ — \/.r* — i ) — y/^p2 X iy‘'* * * 






(a?— 

= (.r — /ra— ,)« (ty 


(|) Ce Je.cloppcment a obtenn par M. Picard A Paidc d'linc mdthodc didd- 
lente. fair son Traile d Analyse, i, 11, deiixieme deli Lion, p. 317, 



IJ'S SERIi;S Die I'OLYiVOMKS KT I, A IIBPHKSISNTAIION CONFORM K. 8 I 

iVous alJons elaJjlir qiiciciucs proprielc.s fotuIajiiciUalcs dcs pojy- 
iiomes Prt(.r). Siipposons que x soil cxlm'iciir a Co, il existc alors 
un point X unique dans le cerrlc y® pour leqiiel 

9{X) = ,r. 

ConsicI crons la fonclion 


en lenaiil compio du do's eloppc men l crril plus InuU pour U'(Zi), 
on ob tie 111 


9(Z) — <f(X) 
Z — X 


« 

5^ 


H- s^^ -1- !yj(X -(- Z) ; 


jmr ('onscqncnl 




^ H- «! -H, 




pour Z el X \oxsiiis cle zero, eelle expression esl comparable a 


Z* X 

(Z^X)~Z(Z- X) = 
a — rrs — 


form on s la difl’drence 


0(Z,X)=t^Z..X) 


X 


X) 


ZIZ 

X, 

(/{ -I- . . . — (fi'l H'. . 

o(X’) 


XZ(o(Z)--«(X;j' 


lo second me mb re esl uno fonclion re^ulicrc ties deux variables Z 
elXtlans le cercle yo> car los deux lerines de In fracliou soul 
reguJicrs dans ce cercle et le cldnominaleur iie pciiL s’niinulcr, On 
pent (lone ecrlre 

(3_) ^^(Zr, X^ = t}'i{ X) -I- / (X^ -I- , , f-l- I ( X ) -f- . .. 

Ics i|//,(X) ctanl boloinorphcs dans yo; d'anlre pari, 

X II I 1 y, Z« 



CIIAPITttii: III. 


si I Z j <C I X 1 ; on rleclul t de la 

fl =; CO 

<.(Z, X) =- 2 +2 5 fifT Wi(X) I ■!.«. 

7t=0 

Si maintenant A’ esL dans I’annean liniild par Co cL C, Ic tldvo- 
loppenienl (i) obtenu prccddomincnl pour <]^(Z) csl <Mi('orn valabb; 
et Ja coinparaison des deux series enlirros cn Z<jiii represcnUMiL 
celtc fonction conduil Ji I’idenLiU' 


(s ) 


r’«(.r)=-3^+^„(X). 


Supposons qae jv soil coiUenit dans Ja coiironno C^o el C| 
(i <pi<<po). on pourra dans la seric ('^) reinplaeer par 

la valeur tirde dc {/f); on aura alors, en i*enipla^anl par <p(X), 

«i j^~ Y "*“• • j •' 

/I = « /!:=«: 

H—t « .r: 0 


car ces deux series sonL absolujuenl conver^jenliis. On voll doin; 
qiie lex a, I sont les coefficients da dcocloppemenf de en 

sene de Laurent. 

II resnile immodiateincul dc la (juc le dceeloppe nie.n t de l''(.>-') 
cn shue de potynonies esl unique, car si Ton pouvail ol)- 

leiiir deux suites dislinctes de coefficieiUs u,,^ on aurail. pnur la 
fonciiou F|(X), deux devcloppenicnls dincrcnls cn .si'-rn! i\e. 
Laurenl. 

IXaininons de plus pres les proprielcs d<' la seri(! {;>). Suppo- 
sons d’abord que ./• soil siluc cnlre C el Co, el soil C, la .‘onrin- 
passanl puv x qui correspond au cerelc y, dc rayon o, .. o„. .)<< 
tlis que ’ ‘ ' ' 


en cU'el 


Imi v^V(a?)| r=: 

/t “ CO 


Pi 


el 




I.KS SliRIKS I)E I’OLVNOMKS IJT I-A UERRICSUNTATION CONl’ORatE. 8{ 

M otanl 1 g niaxliiuiii de la fonclion 0(Z,X) lorsque 
I^Kpi. I^KPi (Pi<p{<po), 
coinrae i] rcsiillo cle la formule (3); done 

I x«+„(X)i< 

lend vers zero avec ^ • Or 
n 

done 

a poor limitc — ■ 

. . 

Si X' esl a l’inl(5L’ietir rlc la courJjo C|, on aura 

Pi 

1C etant uii noinhre siipth’ieiir a |i — X"i}/„(X .)|5 lorsquu X esL 
siir *j',, car le module maximum de est alloiiU pour an point 

de G) on cldduit cle celLc dernirre iiie^mlil(5 

Imi (/iTTuTlr, — • 

H=:c< Pl 

Done, si la fonclion est holoniorphc a VinUricui- de la 
cowrie Cf, la serie (2) coavcj'ge nni/ormihnent et absolumeal 
dans le doinaine limitc par cclte courhe. 

Si jc esL sur Cr, on a pour as^^ez grand 

I'/ra v\K{^\ < I 

avec 

limi'/'l I-„(;t,[= A; 

pl 

done 

i^(^r^>'pi^po' 

ReciproffuomenL, donnons-nous arhilrairomcnl line suite do 
coefficients Lels qtie 


lint 'f[anl » pi^pff. 



CIIAl'ITHIi: III, 


.Ic dis> qup la serie 
( ') ) P| (.r) -1 - . . , -1- «„ P„ (.r) -i - , . , 

c nnMM’gc unil'onncnionl a I'inldrieur dc G| cl divorgc a I’cxlc- 
neur de celLe coui’be, J’l’cnons cn cfleL x a I’inLdrlcur d’uno courlto 
Ca ^oibine dc Ci cL telle qiic le rajoti pa du ccrele yo coi't'ebpun- 
danl soil siipcrieur }'i p,. On a, pour n assez yrantl, 


i I < 


done 


(pa— e)" 

I «rt[ < (pt-+- 


el I'on peiU jirendrc e assez petit pour qiiele rappijorl £.l. — soil 

inferieur a i. La s^ne (•onvci’i’c done absolmneiU el iinironnenient 
dans Cj qiii esL aussi voisinc de C, qidon le vcul. Pnuioub x ii 
rcMei’leur de C,, sur nnc eourhe C| (p' <p))' On a, pour /i assoz 
^o-andj 

( p ] -h E )" 

el, pour line infiniLd de valours de /?, 

|«/0 >(pi — O'S 


d'ou 


|«„l%(.r) I > 


/ pi " 

el 1 on pent prendre s assez jietiL jioiir quo 

(liverge cii a : olio repi'dsojUo I’l rinlilriom' ,l,i C, „„„ 
liolomoi'plie F(;!:). Cello Ibuollon ]-’(;!.•) n uii moins iiii imii.i „i,i„ 
gulier sur C, si p, < p„ ; en elVol, si (Hail rt!B,,li,HT sur C,, 
Clio iwiirniil 6lre represeiiWo par uiic s(!rio lollc (juo (;) i, I’iiu,'.- 
near d „nc courbe C, cxKiricuro i, C, ; .uals „„ lot (l.ivcl,, ,po,.„.„l 
Clam unique, la sene qui ddlinil |.'(ui) dovruil c„„vcrfier i, I’um,'.- 
iieiirde C(,re qui esi iinpossilile. 

Si les cocflieienls a,, onL des modules dont la plus m-ande des 
|.;nu. surpasse p., o„ no poul rion diro, ou Ir 



I.liS Sl’inilJS DI! mLVNOML'S jcr I-A UlCPIlKSliNrATION COM'OUMK. 

Slipposons qu’on alt 

Itjn [/\ a,rj = Pi < po; 


]e vais montrer qiie si, en ini j)ojiiL j? do (1), lii fonollon ost 
rdguliere, an point corrcspondanl X dc yi, la I'oiK'lion 




ost, elle au3si> rrgulidre ot rdciprorpinmoiU. 

D’abord si esl rc'giilidrcj on ,r, 

F,(X) =Fr(p(\)J 

cst regulidrc en X, pniscjiuj 'f ( X ) esl holoiuorplio on co poinl; iroi- 
procpiomeut lu fonclion inverse de tp(X) 

X-/{.r) 


cst rdguiidre on ic siir Ci) doiio, si l''i(X) esl regnliere on \, la 
fonclion 

F(.r)= r,[/(^-)| 

esl regulidrc en x\ 

D’aiUre part, la SiibsLitiUion 


nous donne 


d’oti 


.r = <p(X) 




F,{X) = _<I.(X)-h»F(X), n-’(X)^^«„il>,(X); 


la fonclion U^(X) osl rcguliere dans y,,, car on a, dans le ccrcic 

<?o), 


d’aiitre part 


i I < (pi H SI 



CHAIM X'ftK HI. 




(lone 

cl p, -{- e < p', pour £ asse/. pclil : done F, (X) cL ‘I>(X) sonl iTgii- 
llcres en iiKune lemps siir yj ('). 

Voici line consequence de la rcniarquc (jui jiri'crde : si les 
nombres a,, sonl assujetlis a la seule condition <jiic 

inn ’{/] ii„ I = pi < po, 


1(1 foncUon F(.i’) admel en general la courhe C( ronu>i<^ con- 
pure. En eflel, la fonclion ^i(X) admel son ccrclc de (!oiiverg(‘nce 
eomnie coupurc. 

On \oil quo Jes propricl(Js dcs poijnomes rapprocdionl. 

les stii'ies ( 2 ) des senes de Tajlor. 

Nous avons (5laljli plus liaut que les singuJariUi.s des rouelions 
‘l'(X) sui'Yi el E(.r) sur C| so corrcspondcnl; ii j a plus, dans loul 
le plan, les poinls singuliers des deu> fouelions se (Mirrespondcul 
aiissi. En eHel, d’abord F(.' 2 ?) esl rdgnliere a I’iiih'rieur d(* C| ot 
‘I>(X) a riiil^ricurdc Yil snpposons qii’on jiiiisse Iracer un clioniiii 
allanl, dans le plan des X, d’un jminl A de yi a nn jioinl. H a I’in- 
ItM-ieur de ce cercle, le long dnquel <I‘(X) esl n^gulii'uM*, on on 
deduit, en r(5pcHaiil le I'aisonnemenl Tail pireedemuienl, (pie le 
chemin correspondanl dn plan des .x I'onduil d’uu poiiii a de Cj I'l 
un poinl exl(5rieur a celle courhe el que h’(x) esl regnliere snr ee 
eheinin. Reciproquemeiila un chemin exlc-rieur a (I, le long du([nel 
h(.r) e>>t regnliere, correspond iin eheinin inl('*rienr a y, le long 
duqnel <I»(X) esl regnliere : cela suflil a ('lahlir noire proposiiion. 

Enlin, on pent remplacer la suile des polynonies l‘,;(.r) par nne 
infinile d’auircs suilcs joiianl le ineme rdlc, car 011 pent ('erire 


F(.v) 


-L F E[y(Z)] K(Z)y'(y.j 

K(Z) f (/)-./■ ’ 


K{Z) (iianl line fonclion regnliere dans y^ [ on pent Lonjours sii))- 
posei (|ue j| ne passe par anenn ziiro (h* La fonclion 


(’; On pent ajouiei qite les s.mgiilanlci. dc ona-’cL dc<I*(\) en \ sonl dc 
mime naliire, des piles on des poinls critiques de mime ordre, mi des poinls 

esseni * 



I,KS SUKIKS ni5 1‘OUNOWhS KV lA miPHKSIA'T VI ION CONPOUMi:. ^7 

K(Z )']/(/ ) va rempliu'cr ici la foiicllon On aiu*a duns Yu> 

c'- Po= — 1, 

K(Z) (p (Z) = { po -i- pi Z -H. . . -i- Z'* n- . . . ) 

X 1^*2” PiO'r)'i~' P2(_ic)7t H-. . .-r- P/i^i (a?)Z'*-{-. • • J i 

d’ou 

K(Z^t}/(Z^ = •+- n ] a; ^ ■+■ If j (»*.') Z H- . , . *t- 1 ( a' ) Z"'*' • . . . 

avec 

J I/t ) *= Po P/i "i“ [^1 l*«—i H" • ■ • -H prt P© • 

IjCS propriiHcs dcs poljnonioij !!« sonL les ai ernes que cellcs des 
polynomes I’/u laais le dcveloppemeni d’line fouclion F(^) cn 
seric de polyiioines H,, n’est pas inJcessairenient unique ('). 


Une classe de series de M. Faber. 


Kn nous servanl dii (licoreine do M. Hadainard sur la muhipli- 
calion des singularites, iions serons comliiit a une rlasse 
generalc tie developpements dc M. Falier. SoiiJiiL Ics dcnx fono- 
llons g{.c) cl/i{x) delinies jiar les clcmenls 

gix) = Yo -1- Yi * "P 7" •®'* -T- • • • > i 

I .V ar’f- > (Yjj;^ o quel qiic soil «) 

/I (.1') = -Y- — H- • • • 1 I 

Yo Yi 7» ‘ 


nous sup po so ns qiic ecs dciii. fonc Lions son I rdgiiJieres dans le plan 
des .V on I’on a pratique la coupnrc rcctilignc (-j- i , go). Pour 
donner uii cxemple, prenons 


= (I— = 


X 

-.v-h. . . 

1 


a(a - 4 - i). . .( - 4 - /I — i) 


ir«- 


a elant posilif; on aura 


Ji ( t H“ ^ • 

^ (/ 


!?( « -H i;. . .(a-h « — i) 




(‘) Fablr, toe. cit. 



ciiAprinK in. 


as 


on verifle facilcnieiiL que le coefficioiit flu Lernie general Je . 

pciil .s’ecrirc, en emplojant les fonclioiii) culurieniics, 


/„ L'f/f -M) !'(« — 1) 


= (« — !) 



V‘(\ —/)«-« (*, 


si y ^ I (le cas dc a =: i est cvidenL); le coefficlcnl do x'‘ osulonc 
de la forme jf el, d’apro'i un ihdoreme dc M. Ilftflamai'd 

que nous avoits elabli au Chapilre I, la fonclion osL regiiliere 
dans le plan, aux in^mes points que g {x) 

SoiLF(j?) une foiiolion holomorpho dansD; nous siipposcrous, 
ce qui esL Loujours possible; que le ])oint.i* = o cst a I’intericur de 
Co ; appliquons a F(a;) Foperation foiintionnclle H de M. llada- 
mard (-). On oluient ainsi la fonclion 


Fi<.r) = 




ctz 


(jui n’a clans tout le j)lun d’antrcs jioints singulicrs possibles quo 
ceux de F(a?). 

Jc dis c[ue tout point singuiier de F osl cfTeclivcmoiit iin point 
singuHer de F, ; on a, en clTct, 






piiisquc si rdlemenl a I’originc; de F(.r) est ^buX'*^ celui do 
Pi(a') sera celui do la fonclion obtenuo a I’aide do 

la (leniiere inlegralc sera do nouveau ^ Done tons Ics 

points sirigulicrs de F(a'‘) do) veiiL apparlenir a F| el, comme ceux 
de Fj doivoiU apparlenir a I*', cos points soul Ics nuhnes. Appe- 
lons III Foperalion fonclionnellc qui utilise la fonclion [Is cellc 
qui ulilisc la fonclion !i. On a, en faisiuil dans la dernierc fornuilc 
la subsliliilion 5 = 


F(.r) = 




(‘) On pciiil aiissi reniarqucr quo h^ai) csL un ens piirLiciilicr dc la fonclion 
liyi>ci'g<Sonj^tru|nc, h{a:) = l^i, i, «, .s) 

(’) Cette opiSt'alioii a <Std ritudnSe a i.i page J7. 
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80 


Soil 


|i(Z)= I Slfy-V 

9(Z) 


IjO fouclion '\\{'/j) cst roi'tilicre (huis si x ost a I’intencur 
fie Go piu^qiie j7^(p(X); le dcveloppenient dc (Z) on serie de 
Mac Laiirin convergera done dans yo; pour oblenir ce dcvcloppc- 

laenlj siipposcjns x iissez voisiii de yiero ])Oiii’ <|iic 
aura 




< I ; on 


[«]-2 


W = 30 

I r« 


o{Z> 


ri=ni 

~ ~ “I" Pi Z -H . . . -f- p„ Z" -t-. . . 

y H- o(o -f- a I Z , . 

« = /> 

^ 2 ( P» Pi +•••)" == 7o (a?) + Z (7 1 (a*) H-. Z« fj„ (.t) -I-. . . , 

en ordonnanL par rapport a Z el en dcsiginml par r/„(x) iin polj- 
nome enlicr on x de degro n. D’ailleurs 


done 


ci'(Z) I 

<f{'A) Po “t- P'l Z H- , , , . 


(6) |,rZ) ■+~J>i(a-) •-H/J 2 (.r)ZH-. ..-H/J„,.i(.r>Z''-h.. 


ou/^„(a;) esL un nouveau polynome de degro n. On en ddiliiil, 
cmnine preccdeininenl, on ddvcloppemenl do on srrie de la 

avee 

««=:7^jrF,[«.(Z)]Z«~tfl^Z 
On rclrouve les polynomes Pn(.z*) cii prenanl 


= /i(.r) = —L. ; 

I — .r 

on a, dans cc cas, 




i ?'(Zj 

'ip(Z) 

<p(Zj 


>P(Z). 



cH^piTni: III. 


Of* 

On voil que le dcvoloppenicnt ile so ( led nil du d<'\’olop- 

ptMiieni (d) de 'i( (Z) en I’enqilacaiU [lar i , c’rst-a-dire (‘ii roin- 
placant x'^ par ce qui revicnt a appliqiior atix polynomcs p„ 

rnprr.iLion fl,; de inenie I’opcralion tin applifpiee aiix poiynomos 
P/, I’ouniiL Ics ])olyuomes Lcs series do polyiumios V a,iPn <‘l 

appartieuneni a la niome classe. 

Remarijuons d’aillours ([iie, si I’on roniplace y„ par i, l’[nL('ij;ralo 

77Z f 

' " • 'y, 

de\ieul ej^ale a 

f Fi[o(Z)J ^j;(Z) f/Z = F, (.r). 

" " T. 

On a done 

eL 


dnne, SI Ton applique roperalioii lla, Lernica [ermo, ala jiroiulere 
sene, on oluient line sdrie donL la sonime F(.x’) resnlle de 
par ro])eralion II,.; cn d’antros Lerinos ropdralioii ITa osL appli- 
cable terme a fernio. D’ail lours, si Ton applique II) a la soeonde 
sene, on retrouve la jiroinierc, done ropdralion II, esL ajiplieahlc 
lernie a lenne a la seconde serio (f^. 

On (IfJuil, facileniont cle la romarquo piaioddoule quo lo iluvelci|i- 
peineiu de F(a,-) en sdrio ^ ri’„p„{x) csl uniq,,.;; si I’on uvaiL, cn 

effel, deux dcveloppemcnts dislincls dc K(.*), I’opdralion II,, 
ap|,liquee j ces developpemeiUs, nous fonrairail pour |,', (j;) ,|,.„x 

Sdr.es differcn.es de la forme ec qni osl unpossll.l,,. 

D-amre part, F(...) et F,(^-) „,u los n.fanes points sinenlicrs B • 
or les po.nis s.nguliers de F,(x) son! lies anx points sinV.lie.-s . 

de lafcofon <S(Xt = V ^ P«r la relation ? = ^(.) ; done il y a 


He, ,„„s ,|„e eu,.ae,..v,t.„„ s„„. .|es 



t,rs Ri;iiiiOH DU r()i,\NOMivS i'']’ i-\ ui:pincsii>TA’]iON iioNi'oiiMi:. 


9 ' 

la lupiiui rolal 11)11 Ics points sinmili('i's do <I*(X) cl roiix de 

Jc n'insi,sl(* pas sur Fcxlcnsioii au\ pcdynnnios /)/;(.)’) des anlres 
j)r()pridl(''S (l(‘.s jioljiumics I 

On pent suhsi II iKM’ au\ |)olynoin('s />/;(./''), (Icdails da (I('*vclop- 
pcmciil on si'i’it; do Mac I auiian d(' la foiicLioii (//) dc'' poljnonies 
(,r} o hiciuis a I ’aide < 1 (' la roiiclion '}( (/) K (/), iv(/i) clanL vegn- 
licro dans yo, (Vs |)olynoiiu'S nT/;(.r) joiKU’onl Ic nu'inc role fpie Ics 
jioijnonies Il„(.c) inirodiitls plus lianl. 

Application (tax polynoim\s Ac Lcpemlre, 

On a|)ju'll(! polynonics dc Lnf>ondve X/, (./'), ics cooflieii'nls du 
developpcnicnl dc Mac rjaiivin dcla fonclion do Z 

-==J=== ~ Xfl (.r j H- X, ( ,/• ) z -I - . . . -h (.r ) Z« . 

\/ I — '>,7’// i- '/,• 

Une fonctinn holoniorphc. d Pinlericur (V unc ellipse do 
foyers “|- 1 ct — i pent M re repr esc nice par la somme d’une 
sth'ic dc polynonics de Leprndre 

(7) f/oXo -h «|Xi-i-, . .-1- tin 

qui conccrpc unijornuhnent d dinlerieur dc cede ellipse. 

Nous allons tlcdiiin' <'c llidorciix* dcs dcvidoppeaxMils gciu'raux 
de iVI. I^’a])cr. lai Iransfornuuion con lorn lo 

fait eorr(“ spoil (Ire iiii core I o dc conirc originc cL d(‘ rayon p <C i dii 
plan dos X, I’eiltjisc du plan ilcs x doiiLlcs loycrs sonl. — i ct + i, 
Clio grand axo p n-i; I’inli'Ticni’ du ccrclc corrcRpond i\ I’cxU'rienr 
dc l’clli])se. Lnissouh IKc le nonihrc p (!l posons 
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CHVPITRE III. 


I< , (,r ) — Aq -+- 

«=■ i 


•> . /[ ,6 , , ,( > ft ) 
i , ■{ . 5 . . . ( y /2 — I ) 


A„.r". 


Fornions malaleuaiiL 


^.(Z) 


h r ^ 1 y'^Z) _ 

[?< Zj J o(,Z ) " 


YA --I 


,4 


-ia-'Z Z{X‘M-i; 


ZM- 


Z2— I 


./i - ' rZ -H //' Z /Z^T7 


7 /y^ 

La foiiction K.(Z) _ esL re^ullt’rf^ clauh la <'or(’lc y da 

rayotj p •< i , nous prendrons alors 


^i(Z)K(Z) = 


y / 1 — > :v Z -H 


coni me fond ion generatricc des poljiioincs (pii soroul, lei 

les polynomes (Ic Imgendre. On en dciduiL iinnidduilenuMil (jue 
loule fouclion F(^) holoinorfjhe dans one <?llipso de foytii-', + \ 
eL — I esL develojipable eii serie de la forme {'])■ Celle sib'ie (‘on- 
verge a I’intcrietir de l’elli[)se de mtlnies foyers, qni passu jiar tin 
point singLilier de F(a;) el qni n’eii eonlieiiL uuetin a rinlurieur ; 
entin, chaqiie point siiigulicr de la fonclloii I'd » mi 

point slngidiery de la fonclion 

= OoH- a, X •+.. . . +■ K" -h. . . 

par la relation 

= (')• 


(') loir r.vDrn, Ucber Rethen nach Ugendrc^chen Pol^nomcn {Jahrc'i- 
bericht dei' deiitsclien math, Vercinigung, i0O7» [*. n^') ). 



CdAPITllE lY. 

LES SriniEh. de polynomes convergentes 
D\NS PLUSIEURS DOM, VINES. 


Examples simples. 

Lorsqu’une suric de poljnoinfts converge viniformcmenl clans 
line aire D, liniilcjc par im scifl conloiu’, la sonune de ceLle serie 
re pro sente itne Tone lion analylic|ue dans D. D’ailleiirs, iinc lelle 
seric' ne sail rail converger unifornidinent dan.s une aire connexe 
limitee par plusieurs contours, sans converger aussi dans les aircs 
excliies par les eon lours inLerieur.s. Mais line scrie de polynomes 
pent converger uniformeincnL dans deux clomalnc'S D,, Da d'un 
seiil tenanl et exlerieurs Pun a I’aulre. l^es soniines Fi(a?) cl 
P'2(.r) lie la serie dans D) el dans Do sonl des fonclions analy- 
tifpies: cliacuno de ces fonclions csl'clle le prolongeincnt atui- 
lyli(|uc de Faulre? Si ce sonl deux fonclions dislincles, sonL-elles 
liees par qiiel([uc relalion on peiil-on les clioisir arhiLrairement? 
C’esl de ces questions qiie nous allons nous occuper inainlenanl. 

Voici d’abord un exemple simple: P(.'r) esL un polynome enlier 
do degre m donl les racines sonl dislincles. L’equalion 

P (.r) = u 

adinel, lorscjue ii cst voisin de zero, m racines fonclions liolo- 
niorphcs de donl le ddveloppemeiiL en scrie de Mac Laurin peiil 
aisement so calculerel converge dans un cercle du plan des wdonl 
le centre esl a I’origine cl le r.iyon esl le module po de la plus 
petite valeur de pour iaqiielle I’cqualion a line racine multiple. 
Soil p un nombre inferieur si poj on a le ddveloppement convergent 
pour i « I ^ p 

.r = ag -+• a\ n -H «« «" + . . . 

oil 

(U 


X = a, P(a')4-. . .+ 



citAi’i'i’ni: V. 


'Ji 

j)our toiucs le') saleurs flc .r Lelies qtie 

I P(«’) i = ?• 


Ces points^ sonl les points cles domaines 
d’eciuaLion 


liiiiiliis par la lemuiscaLo 


qni eninprend ni branches fermees dont cliaciinc enLourc iiiio 
I’anne de P (jr) ( ' ). 

Dans chacun de ees domaines D/,, la sth’ic ( i) esl convcr^eulo ; 
pour un point .£• <iu doinaine Do qiii enlourc die a pour son line 
zr. raclne vnisinc de «o : esL uu point du doinaine D/,, la 

seric a pour soniine la valenr unique a; du doinaine lOy pour la- 
quelle on a 

P(.r) = 


Soit par exemple 
tin en deduit 


Pf.r) != .r- — 1 , 


\/ 1 H- I£ = I -i- ~ ■ ■ ■ + ( — 


'2 . 4 . L) . , . ( '0 


,r etauL la racine de reqiiation — i ~ n (jui csL eyaic a i pour 
u = 0 .' La sdrie 


I 



” 4 “ « 


j)»-> 


1 . 3 . 5 . . . ( n — 3 ; 
'•» . 4 . 0 . . . ( ^0 


(a;'*— ipM-. . . 


est con\ ertiente pour |.£7- — ij<< i, c’esl-i\*-dire a I’interieur des 
ovalcs de Cassini de foj'ers -f- i el — i. lille a pour soinnie x 
dans I’ovale de droite el — ^ dans I’ovale de {^aiieiie. La eonver- 
geiice no cessc ])as a I’origine, jioinL double de la leinnisealc (pii 
passe par cc point et la oonverycnce est uniforine sur lout aia: de 
courlie Interieur a la leiniiiseaLej (]ui, jiassant par I’ori^ine, unit un 
point de J’ovalc de droite a un point de edle de gauelie. Par 
exeinple, la sdrie converge uniforuK^inent sur ]e segiueiit reeliiighe 


(') Ua Cc'ilciil cicmciiiaivc nionLre, en cll’cl, qiie s) I’on fnil cwltrc p I'l pariii’ 
fie zt5ro, Ips ovales iiiii, lorsque p esl vojbtn de 7.6ro, ciiLotiicnl Ics »i r.icuics, sont 
sepai(5es lant qne p resLc m fencin' pj. Pour p = p^, deux des coitrln's viciiiiciiL 
se rejomdre en line courlie niiuiiic priiseiUant an point do rcncoiilrc un potnl 
double ^ tnngenles rectangnlaiies. 


LE6 SKIIIES DE POUNO.MES UOWEIlGIiNTKS DANS IM.USIEUIIS DOJIAIN'ES. g5 

(~ I , + 1 ) el I’eprcsente deux fonclions aniiijliques dincreiitessur 
Icsscgineuls ( — i , o) ct (o,-(- i ^ dans le premier, -l-J? dans 
Ic second ( ’ ). 

La scrie tic pol3'-n()mes ( i ) i-eprescnle des foiiclions analj'titpies 
diderenles dans ses din'ercnls domaines de convergence, niais 
fleiix de res fonctions .x’ el .r' soul Loujoiirs lices par la relalioii 

Nous nllons voir coninienL, cii suhsliluaiiL auv conslantcs des 
pol^otonics de degre (n — i), nous pouvons oblonir iin residlal 
plus general. 

Ueprenoiis la fornuile d’inlerpolalion d’Herinite. L’iiitcgrale 

^ /j. ;; — :r ( « — )«!•+ * ( s — rtg )«»-•-' . . .( a — a,„ )««-+-• ’ 

elcndue an contour G d’un domaine coiilenanl les points el dans 
le(juel/(j?) esLreguliere, represenlc en chaque poiiil x du doniaine 
la diircrcnce 

/{a;) — 

oil csL nil pol^uiome de degre I ail plus, pre- 

nanten la memc vulciir f|ue f{x) cL doiil les preinieres deri- 
vees [U’enncnl respeclivcmenl cii les mdines valeurs t[ue les 
derivdes correspondaales de /(•r)(-). 

Nous prendrons = la courbe C sera la leinniscale definie 
par I’ecpialion 

I P{a.')| = p, P(a;) = (.r — «, ) (x — «2). . 

oil p esl assez |iclil pour quo la coiirbc coinprenne m liraiiclies 
feriuees Ca cnlouranl les points iii, el liniitanl m domaines 
L’iiilegralc prise Ic long de Csera la soimne des tn inlegralcs prises 


(') Celia s6iie dc poij'nomes converjienic sur le segment x'ccliligtic ( — ij-i-i) 
DSt dej4 signalie dans le Traile decalcul dif/ercntiel ct integral dc J. UrnTRANi), 
Etic pcrmcl etc rallaclici' a la raniille des scries (i) le» developpcmcnls que 
M. Lebesgue a iilitisds dans sa ddmonslialion da Lh6orcma de Weieisnass sur 
les fonclions continues dc variables radios (/.eco^ls si/r /es fonctions de variables 
reelles, p. Co). Jc dots cetle reinarque Ji M Borel. 

(’) Voir page 49 




CIIAI>ITI\n V. 


stir les contours Q. Nous su|t[)usci‘ons quo /( j;’) cst ej^alo (htiis l-)| 
a line foncliou liuJoinorplie quelconqiie /, (^), clans a unc 
fonction lioloinorphe qiielconqtie etc. L'n calciil fait pr^cu- 

deni men I montre epic 1 ’Integra I e 



donl la pai'lie relative an contour Ca cst egalc it la .soniine dc"» 
rcisiclus dans Da cle la fonction integree, est egale a/(.c?) — Up (.r), 
n/,(.r) etant un polynomc de degreJ /«(/>+ 1 ) — i dont le devo- 
loppeinent par la forinule dc Taylor an point <•//. a scs p-^\ pre- 
miers Lermes Identiqnes a ceux da developpcmcnt dc /a (•«')• 
Siipposons que x reste a I’interieur dc la ooiirbe definie par 

I I == p'<pi 

on aura, en designant par H one constanlc, 

I /(.?:) — U/,(,r) I < If/ /H-q 0 '^A<i, 


• Loi’sqiie /> croit inclelinimcnl, le jiolynome Ily,(.r) a pour liinilc 
fh{x) dans le domaitie Da el la convergence est iinifornic a I’inli'*- 
rieur de ce domainc. D’ailleiirs, en utilisaiil dc nouveau une Irans- 
formalion de caleui de .lacobi, nous aurons 


i_ _ oC-i.r; 


x) etant un polynomc eil x el g de degre m — i par rajiport 
a cliaque variable cL 


JL flM-r . 1 f 

J " i>( - J>1 ,,•) 




p h I 


dz. 


Or 

I _ I V(z) 

l>(z) — P{x) !*(.?;) [l'(.r}p 


d’oii, on multiplianl Ics deux mciubres par <p(G,.r) 


‘P{.r) ' I 


el 



LRS SERtlCb 1)1! 1>0L\N0J)ES CON VER RENTES DANS PLUSIECnS DOSIAINES. 07 

ea Integranl 

1 r /u) r p(rn /^-H 

•jiTt J^, j — .r I J 

= - 1 Q.+ Q, P(,r) +, . .H- Q„| I'U )]'• i + 
en posaiiL 

o,(^) = _L flizUh^cis 

Si 1*011 I’cinarque quo rintograle 

csL c'gnifi a y’(a7), il vient 

j = Qo -f- Qt r*(.r ) 4- . . ,-t- Q/^f P(•o)J/^ 

Done la sorio 

Qo+Qi P(.r;-t-. ..■+-Q/,[PCif)]/' 4 -... 
a pour somnir/i ('^){lan.s D, , /a (ir) clansDo, .. .,/,«(vr) clans D,„(' ). 


Xo (heoreme gdnh'at, 

Dansle proniicr cxeinple donnc' plus haut, les fonclions analy- 
liqiies, dgalcs ilaus los clifforents domaines a la soniine dc la sdric, 
ii’dlaienL pas independantes ; dans Ic second, los fonclions sonl 
ai’bilraires, mais Ics domaines ne le sont pas, Je dis que les fono- 
lions, coniine les domaines, pcuveiil dire coinpuUemcnl arbilraires ; 
en d’anlres Lormes : Etanl donnes m domaines d contours simples, 
Di, Da, D,„, exierieurs les uns aux aiUres^ et m fonclions 
f >ifm{x;)ianalyiiques et regulidres respectivemenl 
da?is chacun de ces domaines^ il ex isle une s 6 rie de polynomes 
qui converge uniformemeni dans chaque domaine et a pour 
somnie /, [x) dans D,,/2 (a’) dans D3, ...,//» (^) dans D,«. 

II siiffil d ’dial) 111’ epic, elan I donnds deux domaines D, D' exte- 
rieurs I’un a I’aulrc, il exisle une seric dc polynomes ayant pour 


(’) Voir Kienast, Inaugural Dissertation^ Ziiricli, p. aG. 

M. 
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CIIAIMIUI IV. 


'.)« 

sumino y ( r) (liin!> D eL zero dans D' ; ear, cii |ircnantpour [) lo clo- 
maiiic D,, pimr D' nn ilomaiiie CDiilcnanl Lons les D/, (/. oL 
p 01 1 1 ' /' ( .r ) 1 a four lion /, ( .'C ) , on !( irm e r.i u no S(;ric a^'an I po n r 
soniinc /’, (.r) dans IJ, cl zero dans (/v i ). ]ja soininc dcs ni 
series oblenues on donnanL a i los valcurs 1 , 2 , m fournira la 
solution dn probloinc. 

Soienl done iin doinaine D liinile par iin onniour simple G, D' 
nil doniainc exlerieur a I); l*inlegralc dc Cauchy 

M 7; , — X 

a precisement pour valcur / (a:*) dans D cl zero a I'exlcrieiir de D. 
Si I’on rcnianpic (juc les nielhodes dc ddnionstralion donnees an 
Cliapilrc II, dc la possibililo do represcnlcr unc Ibnclion bolo- 
morpbc par mn; S(^ric do polynoines, reposcuL cn general siir mi 
procede d’ajiproxiinalion iiidcfiulc de cctlc inlogralc par un ]>oly- 
uoine, on esL conduit a penser (|ue ccs inenies nielbodcs nous 
rourniroiiL la dcinonslraliou do la jirojiosition t|ul nous ocoupc. 

Prenons par oxeniple la inclliode dc M. Hungc (' ) cl soil D/i 
Tun dcs domainos definis dans ceLlc in(5llio<le; nous avons jni 
oonsLruirc unc fraclion ralionnelle gn{^) qui dill'orc de rinlegrale 
de Cauchy de moins de lorsqne a: csl dans on box’s dc . 

Cctlc fonclion gn {^x) diHerc done de / (x) de moins de ~ dans 

13„_, cl dc zero dc moins dc ~ dans ID', ear, pour /t assez grand, 
ly csl louL enlier exlcriciir a Les pdles dc (x) soul d’ail- 

Icurs siir leeonlourdc D,,; rclions cc conlour an point a I’infinI jiai’ 
uiie ligne nc Iraversaxil pas D'; iioiis savons qu’on jicuL rcniplaccr 
nil jiolynome P„ (x) qui dans IDh_i cl dans 0' dificrcra 
dc (a?) dc moins dc on aura done 

|/(a’) — P„(a’) I < - (Ians D„„,, 

I I’rtL'r)| < ~ dans D'. 

La suilc dcs [lolynome.s P„ (x) rcsont le problome. 


{■) Page 58. 
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On jiciii pm}>loyoi* de la nidmc inaniere la meliiodc des arcs tie 
cpitIc clc i\r. Appell. Los cxoinples eL Ics cldnionsLralions prdcc- 
(loiitos incUonl on dvidcnco la difioreacc f[iii cxislc oiiU’e utio 
cxpi’ossioii aualyLiqiip, on I’ciipcce nue scrip de ])olynoincs, ct unc 
fond ion analjlirpic d clinic, au icns do Woipi’sLrass par le pi’O- 
longcincnl analyliipip d’un de scs dlcmciiLs. C’osl pour nionU’er 
cctLc dilloi'pncp ipic Wcierstrass a ronslriiiL nnc sdrio de fractions 
rationiirlles r(3prdsentant zero dans unc portion tiu plan ot i dans la 
jiortion rcslaiilo (•); Ic procddp do consIriicLion dp- Wpiorstrass 
esL 0 Dm])liquc. i\l. Ilorpl a inontrc par unc nietliodo simple ct 
intuitive comment 1 ’ existence d ’expressions aiialj'tiques re[»rcserL- 
lantdes fond inns analyliq ti os dilTd rentes Jans do.s regions disliucLcs 
(111 plan C'jL line ponsidqiicnce iicicessaire dc rexibtcnce dcs fonctions 
non uniforiues ( -). 

Unc sdrie dc polyiiomes coiivergenle dans deux domaincs D ct 
pout I’eprdscnter, dans ces domaincs, deux fonctions analy- 
tiques dislinclcs doiit cliacune no pent (Urc prolongde hors de la 
rdgion ou ellc cst ainsi rldlinie. Mais Ics ^'aleurs dc cos fonctions 
dans les deux domaiiies petivenL etre lidos d’unc inauidre simple, si 
Ics polynoniGh sont soumis a ocrlaincs rest ridions. Jl seiiiblo done 
qiie dcs families de sih’ies de polyuomes pourraionl scrs'ira I’(}xlcu- 
sion (le la notion dc pi’D]ongcmentanalytiquc,en convenanld’appcler 
la nidme fonetion analytiquc la valeiir dc hi soinme duns Ics deux 
domuincs, Je ronverrai pour ee point au iMdmoirc de M. Jlorol 
cite dans hpnoU* de la page 29 . 

L’oxteiisioii dll thdordmu; gdiidral au cas d’une in (in ltd dcJnoin- 
brahle dc domaincs doutchacLin esL cxLdriciir a tons Ics aulrcs cst 
imnujdialc. SoicnL iJ(, py, D,;, ... dcs domaincs simples ct 

/a(-^), ...) fni».')y ... 

line suite dc foiiclions telle rpic y)/(.2.“) .soil rdguljcrc dans D«. II 


(') WiUKnsriua.s, Zur FunKtionm Lehre {C^iwres^ i. 11, p, aia). 

(’) Voir lloma,, Lcqohs stir la Iheoric dcs fonciiom^ p. 57. La mdtliodc clc 
fli, Uorcl conduit niissi a line tldinonsLraUoii dit tlieoi'cmc uiioacd si J’oti &upposG 
ddmoriLi’dc l.i possibility cle cievciopper unc fonetion liolomorplio cn sdrie de 
polynomes clans iin domaine simple. 
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C!l\l’lTRii: IV. 


existeun polynome lei qu’oii aiL 

La suite des pol 3 'nomcs P«(a?) ainsi definis converge dans tons 
les domaines D/, ; elle converge uniformcMnent dans chacun d’eux 
el sa liinilc dans esL egalc a /«(.«). Nous verrons dans le Clia- 
pitre suivant quo, invarsemanl^ une serie de polynomes conver- 
gente dans une region D dit plan represen le en general une 
infinite denombrable de fonctions analytiijues dont chacune 
est la sonime de la serie dans une portion de D. 


Hep! henlalion par une setie de polynomes d*une fonclion 
ay ant des points sing u Hers. 

Une sdrie de polynomes uniformdinenl con^ergcnlc dans un 
domaine D ne saurait representer unc fonclion ayant des jjoints 
singuliers sillies dans le domaine, puisque la serie, convcrgeanl 
uniformeinent sur unc coiirbe cnloiiranl un point singulicr, devrait 
avoir pour soimne unc fonclion lioloniorphe a rinlerieur dc la 
courbe. Les points singuliers d’unc fonclion ne peuvenL done pas 
etre des |ioinU interieurs de la region de eonveigenccd’unG.sdrie dc 
polynomes rcprdscnlanl la fonclion. SoitO un point du plan on la 
fonclion estrcgulierc, forinonsl’dtoile recliligne relative an point O ; 
on pent, d’une infinite dc manicres, representer la fonclion par 
la somme d’unc serie de polynomes, convergeanl uniforinemonL 
dans toute aire interieure ii I’eloile, et cbacune de ces series pent 
dire dcrile, des qu’on connait I’dlemenl de la fonclion analylicjue 
ail point 0. C’csl le tlieoreine de M. iMillag-Lcfflcr ( * ). 

On pent modifier la forme de I’etoile, rem placer les rayons rec- 
lilignes par des courbes semblablcs entre elles et ne so coupant 
pas, inais, quel que soil le precede adoptd, le domaine de conver- 
gence unifonne nc jieut envelopper de polntsingnlier. llenresullc 
que des points on la fonclion cst reguliere sonl exclus du domaine 
de comergence dc la serie et mdme, si cetle fonclion admel des 


(') Voir Bonn,, Legons sur les series cUvorgentes, p. iqG, et clans les Legons 
sur les variables reelles, ta Note cle M. Painlcv6. 
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coapiires, il pent arriver qiie cles regions Ju plan se trouvenl 
cxcliies, blen qu’eu Ions lours points la fonciion soil holomorplie. 

11 esl clair quo rcxislencc des courbes froiiLiores de I’etolle esl 
indispensable au Lour des points critiques' elles servent de con- 
pares destinees a rend re iiniforine la In-ancbe de la fonciion 
definie par I’dleincnt au point 0 ; mais, si la function /(.y) esl 
uni forme, on pent ton jours troiivcr line serie do polynomes con- 
vorgeant dans son domainc d’cxistcnce el ayant pour soinme la 
valcnr de la fonction en cliaque point non singulier : e’esl line 
consequence dii theoreine surles scries coiivergeanL dans plnsieurs 
domaines. 

Prenons d’abord Ic cas Ic plus simple oii, sur chai|ue rayon de 
I’l^Loile rectiligne, se Li’ouvc nn soul point singulicr elsupposons, par 
exemple, que ces points siuguliers n’aient aiicun point limite a dis- 
tance lime. Le raisoiinemcnl s’clondra de lui-mdme a des exemples 
plus compliques. 'rracoiis iin cercle C de ceuLrc 0 el de rayon 
soienlA un point singnller et 13 le point oii Ic rayon de I’l^toile qui 
passe en A rencontre la circonferencc C, uiie demi-circonfdrencc 

de rayon “dont le diainelre limite est perpcndiculaire ii AI3 el la 

concavite tournee vers 0 ,balaie I’aire o lorscfuc son centre decrit 
ic segment A13, Soil D„ Ic domainc d’un scul tenant obtenii, en 
supprimant dii cercle G les regions ba lay des par des cercle s de 

raj'^on don t les centres decrivent des segments Lels que .‘Vll. Soicnl 

A ) , Aij, . . Aa les points singnliers contoiius dans C ; S, , Oa, 
les a ires 8 correspondaiiLes : il ex isle im polynome qui, 

dans les domaines D„, 0 |, S 3 , 8 /; dilTerc de /(.'??) de moins de ^ 

en module. La suite des polynomes lL(a?) converge vers f{x) en 
lout point regiilior de cette fonetion ; ellc converge uniformcment 
dans loule aire interienre a I’etollo; elle converge anssi unlfor- 
mi^mentsiir tout segment des demi-droites fronLicrcs qui no con ~ 
lient pas dc point singuHer ( '). 


(') Si III fonclifm f{x) n’est pas partout uni forme, on pent clioisir, pour les 
valours ile ccLLc fonction siir line dcmi-droiLe fronti6re, relics qn’on oljlient cn pro- 
longeani analytiqiicment f{x) ft purLir dn point 0, dans un petit angle, positif, 
par cxeinplr, dont le efud origtne esl OA; soil In valcnr oblcnue cn x : la 

sdric de pob'nomes aura pour soinme f{x) cn tons les points intdrieurs de 
I’dtoile et/,,(a7) sur les deim-droilcs frontieres, 
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On pent prendre pour les poljiioincs P;;(.r), des jtol ynomes 
du lj|io de cciix de i\J. ji\[itL!ig“LelHcr, eonnne I’onL nioiilri! von 
Koch pour leu poles, ]\J. Millag-Lefllcr ])Oiir Ics poinLs essontiels 
I soles, jM. Piiinle\e pour dcs poinls singiilicrs sou mis u des eondi- 
lionsires ^enemies ( ' ). 

Un auLrc exeniple simple esl, celiii oil la foncLion ,/(.e) atlniet 
line coil pure unique, ou un nombre finl de lellos eoupure.s. 

Placons-nous niainlenanL dans Je cas general d’une foneLiou 
iiniforine qiielconcjnc /(.c) ; sii[)posons dhibord que le poinl, ii 
I’infini soil regiilier; on pent alors tracer uu cereie C assez grand 
pour que rensenible fermeKdes points singulicrs soita I’intericur 
de ce cercle. Entourons c ha que point singulier d’lm cercic do 
rajon s aj'ant son centre en ce poinl : d’apres Ic liieorcme do 
Borel-Lebesgue, il existe un nombre fini de ces ccrcles conlemuU 
tous les poinls de E; ces derniers se r^partissent eii groiipcs douL 
cliacun conslitue un domaine limite par un ou plusieurs contours, 
'soil 0 Taire enierince dans Ic contour exterieur d'un tel doniaincj 
je dis fjue tout poinl regulier de f(^x)chl a I’exLeriour de Lous los 
domaines o lorsquec est assez petit; soil M un tel jininl, suppose 
dans Ic cercic G, je le joins a un point 3 \P tic la circoiiAu’enec [lar 
line ligne no rcncoiitrant aucun point singulicr, la distance d’un 
poinl do cette Hgue ii un point de E a un minimum non uul a; si 
£<;c^ il esl impossible que M appartienne a I’unc des fares o. Soil 
alors £|, ... line suite iiifinic de uombres positifs 

convergeant vers zero. Prenons £) et appelons 0| les domaino.s o 
correspondants ; ])ar des lignes AB ne sc coupant ])as, je relic ces 
domaines a la circonlerence C; nn petit cercle de rayon e'|<C£(, 
dont le centre decrit AB Ijalaie unc aire o', ne coiitcnanl pas de 
point sing u Her, si e', ostassez petit . Faisons de nub no glisser siir A B 
un cercle de rayon 25' , nous obtiendrons ainsi les deux bonis d’une 
coupure reliant a la circonfdrence G I’aire S). On pent siipposer 
que toil les ces coupiires ne se rencontrciU pas : ddsignons par D, 
le domame d’un soul tenant extdrieiir anx 0, et aux o', et dans 
leqiiel/(.A‘) est reguliere, ainsi que dans les domaines o', .le rein- 
place £, par £2, I’aire o, donnera naissance a un certain nombre 


( ’) PUM.EVI., loo, cil, — IIiiLQi! VON KoGii, Acta malhematica^ 190'*. — iMittaci- 
LEFrcHi, Compies lendus do VAcademie des Sciences, it avnl 1904. 
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02 ; pii jn'nlonriOiiul AB i“l (ni inli'oduj'iiuU do non voiles cou” 
situccs (liiiis Q^, on (jbliendi'a iin doiniiiiic; Do !nialo|^iie a D| ; 
fij-j. j^assera alnsi a lJ^,olf;. JodBque In 11 1 point rdguli or M 
U pour n asst'z j^rand, -soil a IJ,;, soil a l*un tie's 0^^; en 
l)our n asse/ M a'iipparLieiU a aueitn dos ; s’il 

U j7 a nne cfiupiire VB, d esl coiiLciiu dans uu o|^; sinon, II 

U\y ^ cl aiis son ^' 0 ^sina^e (|u’ini iionihre fioi de ces cmijnires : done 
assoz ji^raud, il apparliciU a D;,. 

Ibi(-c) nil polviioine eiiticr Lei qiic Ic n iodide de la dilfd- 
o^ficroy'(ar) — soil inlV*rieur a dans les donialnes shnplcs 

G t S 4 ^‘[>ai’es l.)« el 0',. La suite P«{.r) a pour soininc ,/'(^’) cn Lous 
les points le^iilicrs (' ). 

3 nip|)os()tis inaiiiLenanL que le point a I’inlinl ne soil pas regidier 
jiovAvy‘(.7y el ([lie le doinaine trcxislcace de ccLlc fonclion ne soil 
(imlle par unoeniqinre fernide a distance (inie, on reniplacera 
le cicrclo C li\e par d(xs ceri'les G„ de rayon n, c[lu liiniiei’ont les 
cj t> j nfiiiics D,,. Si le rloniaino esL liinlle par line coupiire fermeOj 
Oil pourra rempla('(;r le cercle C par nne conrbe cpielconque dc 
<'(» floniaiiKi anssi \oisiiic de la eon pure quo I’on vniidra. 

^Viiisi Louie ronctinii nnalyliqiie 11 rii forme pent elrc representee 
tliiixs son doinaine d’exislcnee par line serle de [lolvnomes con- 
vex r^^^'canl cii tons les [ini Ills i’<’‘f,odicrs vers la valeui’ do la fonclion. 

liemartfiie sur let (V existence 

(Vnne fond ion uni forme, 

i-. 'ensemble des points regiiliers d’line fo 11 cti on uniformc e.st 
iPxiii. seal lenaiUet neeonlient aiicun point fi’ontiere ; cet ensemble 
n'osl sotinils II aiicnue autre eoudil inn. M.B.unj’O, dans un IMeinoirc 


( On pent d’ailleui's cliuisir Ics tie inaniere que la sitilc converge 

1114^ flic anx piiints singiiliers. Soil en rircl o,'I nil doaiaiiic simple jnLdrieiir I’l 6„ eL 
Hil tjue in dtsLance des deux frontirrcs ne lic passe pas el soil line 

fonctioii ri^giiliere dans S„ que notis conserverons qtiand on reinplacci'a par 
|cs (|«i y soni conloniis, on pent cimisir lb,(.r), tic manic re que la dilTe- 

I'crKie fix) — lb, (>'*•’) •''*t module inferieiir A <L dans l)„ el les 3^ eL qiieladif- 
f<5i'Gnce 9 ( ) — P„{ a’) ail, dans 5b, iiiJ module iiifcrieui' A-b. 
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io{ 

j)rec(^cl cm merit cite (*), a inontre ((ii’on pent loiijours conslriiii'c 
line fonolion uiiifoi'ine adnielLant une region cl’cAiilcnce douiiec, 
poiirvu c|ue cetle region soil d’un sen] tenant el ne conlienue 
aticiin point fronliere. 

Reprenons les domaincs D„ ddja utilises jiliisieurh fois (-) et soil 
line foiiction dont les points singiilicrs siluiis dans la region D 
d’unscnl tenant appartiennent a lafrontiereEdecette region, JNoiis 
avons vufpi’on pent conslriiire ime rraction rationiiellc //j (a*) tjni, 
dans Drt_i, diflerc de de inoins de a. on module, et a I'exte- 
rieiir de D,; soit, en module, inf(irieurc a a. On pent aussi cons- 
Iruire une fraction f|iii dan.s D/,_, dilFerc de do inoins 

de a et, a I’c.xterieur de D„, difleie de i dc moins de a (^). Les 
fractions oblenues out lours poles a I’exterieur de D„„( et a I’ln- 
terieiir de D„; on pent les joindre soil a la fronliere E de D, soil 
a la fronliere du cari'6 de cote 2 "'''' par des lignes ne Iravcrsant 
pas Drt_, ; ua cercle de rayon e dont Ic centre docril ces lignes va 

lialayerdes canaux, ct auciiii des pelils earres de cote ne sera 

conlemi en entier dans on dc ces canaux si e est asscz petit. Fai- 
sons glisser les poles des fractions ralionncllcs a I’inl^rieur dc ces 
canaux dc maniere a ohteiiir des fractious clS/,(.r) dont les 

pdles soul snr E et qul v^rificnt les inegaliles 

|(p(.r)— R„(a7)| <a, | o{.r ) — SnC.r) | <7, 

dans et 

1 IS/;(a‘) l[<^^l 

a I’exlerleur de D„, saiif dans les canaux; ces ilcrnieres In6galll6s 
seroiil v^rifices cri un pointau inoins de cliaqiic petit carre ilcc6le 

conteiiu dans et cxldricur a D,, 0). 


( ' ) Page 5<), ca noie. 

F) Page 58. 

(^) II siiffit lie delerniiner la fraclion fla* ^Inns l)„_, clilTorc dc 9 ( 0 ?) — i 

de moins de a et A rext(5ricnr de D„ dillere dc zdro de moms de a ol de poser 

= "/.(-r) -H I. 

(^) Jc designerai par D„ Ic domame formd par les points inlericuvs 

i t)„^, ct cMerieiirs A D„. 
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Soit iiiaiiiLenanL II line fonction n’a^aiiL jja» d’aulrcs points 
singnliei’s quo cnriains points cle E, par exompic line fracLioti 
rat ion nolle clonL ies [)olcs sent sur E et soil Li seric convergenlc 

^ I "i” ^ 2/ yj -f— , « ^ 

Je forme la fraction qni, dans D|, cliflfere cle R de nioins 

do c/, et on certains points do cha(|ue curiv do cote -^3 do 

Da — D( a un modulo inferieur a a, ; jc forme enf^uile la fraction 
R.2, qui, dans Dg, diffore cle R| do moiiis cle a^, et en certains 

points de chacpic carrcj de odle ~ de D, — D3 din’ere de i cle moiii') 

de aa, etc.; jc forme [R/j epd, clans D,yj_,, dillei’e cle Ila/;-! cle 
moins cle et cn un point au moins do cliaque carre de cole 

i conlenu dans D,/, — D,y,_., Jidere de 1 de moins cle aj/, ; 
puis Ra/j-t- M c|ui, dans D4^;^,, cHIfere dc Rsp cle moins de et 

cn tics points de cKaqiie carre de c6te dc 0,/j^ a — 1^4/)+ t esl 

en module inferieure a ('), Ea sdrre 

— Rf.?: )]-}-, ..-f-flEjC.r) — 

converge uiiiforiiiemont cn I out point iiiterieura D, carun tel point 
aj)parlient a tons Ics 1 ^/, pour n assez grand et Ies lennes de la sdrie 
on I, pour /} assez grand, dcs modules iiiferieurs aux nombres c/.p. 
La soinme /’(■■'’) dc la stiric precedente esL une fonction liolo- 
inorpiie dans I). Jo cl is qnc tons los points de E sonL singuliers 
pouryY.r). Soit I’un d’oux sitne a distance finie, enlourons-le 
cLun petit cerclc -j' (■); pour /( assez grand, ily a dans ce cercle des 
points cle D„, soit AhI’iih d’eux: le segment traverse lo do- 
maine 13 /, ( — D,, qni scparc E dc D,, ct, a partir d’uiie valour tie n 

assez grande, il y a des carres de cc domaine, de coles egaux a > 

t|ni sent entieroment conteniis dansy; cn un pointqiielconqueic dc 
cliaciin d’enx, on a 

[/(.r; — H«(a?) I < Zw+s-t-. .. = £«, 


(’) JjCs fi'aclioDS ont Unites leiii's pOlcs sin' IS, 

(’) Si A est h I'lndtu, on tracera un ccrcle f cic liisg^rantl vayon. 
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io(i 

car R„(vc) cst la soinmc dcs n ]3i‘oniieis LcniuN dc In scric des 
t’l’achons ralionnc'lles. Si n — ‘ip^ 

\f{ ,>’i —• U:/,(.r) I < £j/„ I H2/,(.r) I < ’Jip, 

en un polnl x an moiiis do clinque carre ; done, on co poiiil, 

\J(X} \ < Zip-h Ozp’ 

/{x) prond dans Ic voisiiiage de A dcs valours a it .s si vnisino.s do 
zero (ju'on le \ciU, car Sj/, H- ag/, a [lotir liniilo zdrn a\oc-- Si 
« = ayj H-i, 

I y( ) lR/>-r| ( >0 ) j <[ ig/J+l J I IR/l-hl I >0 ) I \ Ip (-I 1 

en un point x au inuins de cliaque carrd, on a done 
\fiX) — I I < e2/<-t-l 2'2/)+1 

prend dans Ic voij>inage de A dos valcurs diUdrant uussi pen 
qu oil le vent dcrunit^; la fonction f{x) csL tlisconllnue en A, 
done en chaque point dc E, 

Line consequence de la proposition qui jirdcodc ost I’oxislonoe 
d’unc fonction analyiique nniforme possedanl los points d’un en- 
semble isolc queloontpie comme points singiilicrs avoe dc.s jiarties 
principales donnecs. Soit, enoiret, D la region fortnee paries jxtinls 
du plan qu’on pent joindre a eeux de E, sans rencontri'r do point, 
appai tenant au derive \iJ de E, et supposonSj cc qui no rostreiiiL 
pas la generalite du rdsultal, quo D ne contiennepas It' point a Pin- 
lini. La frontien; dc D est formee ]3ar EL Le doinainc no csontient 
qu un nombre fini de points de E, puisqu’ii no eontieiit aiiemi 
point de E , car D, I est dans b). Soit bi soinnie dcs [larties 

principal es relatives aux points singnlicrs, en nonihrc lini, du 

doinaine D„+,— D„; jc forme une fraelion rp{x) lellc qii’ou ail 
dans I)« 

et clonl los poles sent (los points de E', ce c|iii esi possible, luiiscptc 
est ('(iguliere clans D„ (e„ a la mdine signiliciatioii quo in'd- 
cedemment). La serie 

(^1— Oj )-?- (§2— f'i) -h. . .4- /•„ j 4_. . , 
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ooiivcrgo imiforniemenL niiLoiir de cliacjuc point do D cpii u'appar- 
liont pas a E; en oll'ct, pour ii asscz grand, re point apparliciiL 
a JD/,, et les Ici'inos de la serie out, a parlir d’lin certain rang, lenrs 
modules inlerieurs aii\ leriiies de lu serie a,;. La soinnie do la 
serie cstiiiie roiicliun "(.r) regiiliere dans D, saiif an\ poinis E; 
(diacpie point di; E est singulicr [)our un tcrine unique de la serie, 
avee la partie principale donnec; cc point est done singulier |)our 
ct la partie jirincipale esl la iiidnie. 

Supposoiih f|Lie les jioints E soient a I’inlerieur d’unc riigion 
d’un seul tenant D et que les points E' soient tons mr la fronliere 
de D ; la fonction 

admcL les points de E eoinmc points singnlicrs aree lies jiarlies 
jn'lncipalcs donnecs, car/(^) estreguliero dans L) ; d’autre part, la 
rroiiliere de D est nne coupnre de F(.r); cn elFct, cliaf|ne point de 
la fronliere de D e&l singulier ])our / (.i') ; si ce point est un point 
de E', il est singulier pour F comine liinite ties points sing idlers 
de E; s’il n’a])[)aiiicnL pas a E', il est regulier pour et singu- 
lier pour/(j7), done sing idler pour F(cr). 



CHAPITRE Y. 

LES SERIES CONVERGENTES DE POLYiNOMES. 


Les regions tie convergence unifonne, 

Gonsiclcrons d’ubord nne seric de foncLions nnalyliques, con- 
very enle dans un domaiue D simplemenl conn ox e ou chacune 
d’elles esl regiiliere ; on pent, sans changer la somme de la serie, 
rcmplacer chaqne Lerme par uii polynoine. £n elTet, soient 

fn(tc), ... 

les homines des i, 2 , Lcnnes de la .serie; F(a7), Icur limite ; 

Ci, C>, ..., C«, ..., lino snile infinie de contours ferines ayanl pour 
liniite le conlour G de D ; on pent Irouver un ]>olynoine qni, 

duns Ic domaine liinild par le conlour dilTere de fn{^) de 
inoins de La suite des polynomcs P«(a?) a mdme limit e que la 
suite /„( a’) en tout point int^rieur a D, car cc point appartient a 
tons les lorsqiie n cst assei’, grand cL la dlirerence P/i(.a;) — fn{si^) 
a pour limite zero lorsque n croit inddfiniinent. F(^’) esL la somme 
de la serie des poljnonies 

CO 

7t=l 

Le rai.hOnneinent s'ctend immedialemeiiL au ca.s ou le domaine D 
est fonnd de plusieurs parties separdes. 

Dans la suite, nous supposerons indilFcremment qidil s’agiL 
d’une serie de polynomes ou d’une serie defonetions lioloniorphes. 

Soil F(.i’) la somme d’une telle serie, ou si I’on vcuL la limite 
d’une suite de fonctions liolomorphes ; dans tout domaine^ o/p 
peat en irouver un autre oil cette fonction F(.'r) est holoniorphe 
et oil In suite quia pour limiteV{x) converge uniform4nient {^ ). 


(‘) C/. Osgood, Annals of Mathematics y 2‘ sdric, t. Ill, n" I, 




I,RS SERIKS CONVKnOEiNTKS DU I'OLVNOMUS. 


JOt) 

Je clemonlrerai d'abord que, Jans lout domaine D, on la suite 
converge, on pent en trociver un an Ire dans Iccpiel loules les fonc- 
lions fn{^) de la suile sont borncies dans leur ensemble. Soil D| 
un domaine iuLerieur an domaine de convergence Ddelasnite; si, 
dans Je domaine D,, les modules de.s f,, sont inferieurs a i, le theo- 
r6me est ddmontrej sinon, il exislc line fonctlon qui, en un 
point de D,, vdrifie I’incgalile 

I /«. [ > I ; 

CO mine est continue, cellc Indgalile sera verlbee dans un Jo- 

maine A| inti^rieiir ii D|. Gonsiderons la suite 

Si les modules dc ccs fonctions sont inferieurs a 2 dans A,, le 
theorem e eii re suite ; sinon, on pent irouvcr un domaine Aj inle- 
rienr a A| dans lequel on aura, pour line fonclion y*n,(/t 2 )} 

i Al> 

etc.; en conliniiariL aiiisi on arrive ii un domaine A^_i ; si les fonc- 
lions u’oiit pas tons leiirs modules inferieurs a p dans ce 

domaine, on troiivera one foiictiou p-y) domaine 

Ap contenu dans , pour Icqiiel 

I A, 1>^’- 

On doit necessairement aboutir ainsi a un domaine A^ dans 
lequel louLes les fonctions onl leurs modules inferieurs a 
car, dans le cas conLrairc, on deflnirait une suite iiifinie de do- 
malncs 

Ai, Aj, . . . , Ay,, 

cmboiles cbacun dans le preciideiiL et ayaiU, par suite, au nioins 
un point coinmun P. En ce point on aurait 

! fill I > 1 Jiti I ^ > I i ^ • j 

par consequent, A n’nurait pas, au point P, une limite finie E( ' ). 


(') Celle d<SnionsU’!ilion esl inildpeiidiinle dti noiiibrc des variables donl 
dependent les /; on pent siinplemeiU snpposei* quo, pour chaqiie point, la plus 
grande des limilcs des j/,,! csL finic; on peut aussi remplacer le dornaiuc D par 
un ensembie parfail quelconqiie, compose dc points inldrieurs .1 D, Les do- 
maines sont alors i emplaces par des ensembles rermes dont chaciin contienl 
lous los suivants. 


1 lf> 
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\|»p]i(jiion? ('(; lluinivnip. Soil done 1)( iiii doniaiiic conL(3i3 
dan'' IJ: ddiKs id, '>e Irouve iiii doioainc A ou Ics \fn \ sonl ]}om4 
daii'. Jem piispiulile ; done dans A la .suile f,i converge uniforiiu 
inc'iU(M el la iiiniie F (^) esl lioloinorjdic. C'esL la proposilio 
eiirnicf'c. 

tin e.vcinplc : soil OAI3G mi earre 0 liniiLe jiar les a\<: 

()r, (dr, cl lesdi’oiles ;= i , 7, = i; mciioiis dcs segmciits pa rail el i: 

a 0 an.v distances -i . • < , - • • • ; ie \’aLs definir mie xa’ie 
’.>3 n '' 

nomes, e(»n\ ei’geanl dans Ic earre el qui, dans le rectangle 11 

linnle jiar Ics droiLes c = o, ; = j cl yj =^) 7] = , aura |)OU 

soranie tine fonclion lioloniorplic arbitral re Vi,[x), iMenons lo 

droll es 7, = d: ^ qiii liniitcnL, avee les drollcs (dU et AC pro) on geo 

ati-dessoiis tie O^, un I’eclanglc R„. A l’e^lerienr do ce reclungli 

se lrn(i\cnt les segmenls d’ordonnees 1 , -» •••, — 1 — •; aoltundi 

a n — I 

CCS segnieiils d'ordonnee ~ el inenons, a la dis lance — les deio 
seginenls egaii\ el parnlleles qni, avee lendroiles OA et HC, liinilo- 
rontle rectangle R^'. De meine, les segmenls d’ordoniiecs j cl 

^ definlshenl avee OA el RC un rectangle R'/'. Soil main- 
lenant F, (.f), ...,Fy,(.r), ... iine suile de fonclions, Lelies que 
F„(.i’) soil reguJiere dans R,; ; soienL encore les poly nomes quel- 

conques t>n(0>0i (0) • • - > Qrt(O) Ucxisle un poljnonie P;,(.p) 

qm, dan-) ics reclaiigles 

IRq R«, ..., 

dilleie en module de moiiis de rcspeclivcmenl dcs poljnomos 



el qui, dans les reclangles 

RVS R'^ Ri/L,, 

ddlere en module de moiiis de 1, respectivcmeiU des fonclions 

F2(.r), ..., 



( ' ) Voir page JO. 
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fjOi’&tjiie n croiL imlciluimcnL, on voiL ([un la siiilp (■le^ poly- 
iiomes P/,(.r) converge cn loxis Ics |)oints clu cjil'io : laliinite F(j;) 
esl eyak' a a I’inlcrieur tin rectangle It^ el a sur ie 

segnieuL (rordonnt'o-j ijucl quo soil I’enlicr p. On oblienL aiiisi 
unc serie do ])olynomes qni rr pivsonLe, dans line infiiiile dc 
doniainos coiihgiis, uiio Iii(iniL(5 de fonciions aaaljtiquos a]'l)ilrai- 
remenl clioisics ol {pi I con\ergc dans lo domaine forind par la 
rdiinion de Lous ccs doniainos pnrliels. 

Donnoiis nialnLonaiiL iin autre exempie, qiii va nous condiilre a 
uii resullal iinporLaiit di\ a M. Lehesguo. Repreuons to carre 


i'>s. h 



0 A 


OAUG 4) ct pai’Lageons-le cn carres egaux coles 

b “ (/j par dos droitos paralleles mix c6tes. 

Gonslruisons Ics can'os y, conccnlrif[iies aiix carres y el donl 
les coles, pni'alloles aiix axes, sont egaux a a — les carres ya 
nyant Icurs centre^ mix sonimcLs des carres y cL les cotes paral- 
leles anx axes et egaux a a — les rectangles yy, dont les 
centres sont les milieux dos cotes ties carres y cL les cutes soul 
respeetivcmciil egaux a a — ^ ^ longueur a — esl 

parailcle an cote de y dont Ie milieu esl le centre de yy^. Tout 
jioinl D est contenu pour n assez grand dans iin des domaines 
y,, y 2 oil yy. Faisons correspoudre p- consLantes qnelconques 
aux p' carres y. 11 exisLc un polynoine P„(^a:) qni diOere dc moiiis 
de yj en module de la valour conslaiile correspondaiit au carrd y : 

dans le carreyi que coiiLiculy; 2 “ dans lo carre ya doiitle centre 
estle sommet dc y qui fi les jilus pelites coordonnees; 3"^ dans les 
deux rectangles y^ siluds sur les colds de y se coupant en ce 
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soluniet (pour les carrcs y ndjacenls ii AC ct a HCi on ajoiUora I us 
cleii'c rectangles ya < 2 t les carrcs y^ dont les centres sonL sur cos 
droilcs et pour les carrt^s y^ C[ui em pie tent sur deux carrus y, on 
les attribuera au carre y supericur on au carre y de gauche). Ca 
suite des polynoines P,, (.r) a pour limite une four Lion fp{:Jo) cjui 
est constante a I’lnterieur et sur les edtes de ciiaque carre y. 

Soil alors une fonction continue F de I’enseiuble des deux va- 
riables ree lies ^ et /) dans le carre D. On ])eut diviser le carre J) eu 
un nonibre p assez grand de carrus y pour que roscillation de h dans 
chaque carre y nc depasse pas soil /"y (.r), on a: = ^ uno 

fonction constante dans chaque carrd y et egale dans cc earrd a la 
valeur de F en un point de y(‘). On anra en tout jioini de D 

Nous ddllnirons ainsi une suite de fonctions 

qiii, dans le carre D, a pour limite F. D’apres ce qui prdccfle, 
chaque terme de cette suite pent etre represeiUe par une serie de 
pol^uiomes en j;. La fonction F(^^7)) est done la soimne dhin(3 
serie uniforme in ent convergentc de fonctions dont chacune est la 
somme dhiiic serie de poljnomes convergeute, mats non unifor- 
indment convergente ( 2 ). Ainsi toute fojiction continue est ilgale 
a la sonitne cCune serie double de polynonies en x ). 11 iin- 
porte de reniarquer que cette serie double ne pent pas, un general, 
etre transform^e en serie simple; on doit d’ahord faire la somme 
des poljnomes en nornbre infini relatifsa — fq{^)\) pni.s 

faire la somme de ces dernieres fonctions. 


(>) Pour les carres 7 non ailjacents AC et BG. /^{m) a la iiKirne valour dans 
chaque carre y ct sur les ticiiv cilds de ce carrd dont I’abscisse o« I’ordoniidc 
sont les mnmdres; pour les caircs y adjacents h AG, la fonction aura cii outre 
la mdme valeur sur le c6lc de y siLud sur AC, sauf nii sommel de plus grnndes 
enordonneesj pour les carrcs y adjacents H BC, la fonction aura la mdinc valour 
sur les chLes sttuds sur BC, les sommcLs de plus grandcs coordoilndcs excepLds; 
pour le carre y tie sommet C, la fonction sera constante dans cc carrd, conLour 
compris. 

(’) Sinon F serait analytiqiie. 

{’) Lkbesouk, Sur la represantation analylique das fonctions conlitiucs 
{Bulletin de la Societe malheinatiqiie, t. XXVII, igo3, p. 8a). 
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Cas oh la somme de la serie est analytiquc. 


Un probleme iinporlant est celiii cle deierminei' dans quelles 
conditions unc s^'ie convergeiile de poijnonies a pour somme une 
fonclioii analjtique. IVoiissavons qu’il en esL ainsi Jorsqnc la con- 
vcrg:cncc est iiniforme et nous avous vu qu’une condition n^ccs- 
sairc et siiflisanle de convergence uniforme csl que la somme des 
n premiers Icrmcs de la serie ait, ([ucl que soil iin module 
jnfcu’ieur a un noinbrc lixe. Mais la somme d’linc serie de polj- 
nomes pent represeiiter ime fonclion analjtique sans que la 
convergence soit uniforme ('). Void uii cxcmple de cc cas : 
menons dans Jc carre OABC dcjii utilise, le segment EF pa- 
rall6le a d’ordonnee el le segment parallele a d'or- 


clonn^c -p menons a ce dernier segment deux segments 
paralleles a la distance ((ui limileront avec 013 et AC un rec- 
tangle r „ ; de inline Ics deux paralleles a la distance ~ nous dc- 
linironl deux rectangles /•“ et /■,,, le premier ajunl scs cotes sur 
les droiles 013 et AG d’lme part, 0| cl la parallele a d’ordonmie 

A 1 d’aulrc jiarl : le second ayant deux de ses coles sur 013 

el AC, et les deux aiilrcs (Haul les segmculs paralleles a O? d’or- 
donndes i et-H---) — Soil lA(-r) un polynome entierdontle 

module est infdricur a - dans les rectangles el el (jui diHere 
de I’unitd de inoins do y en module, dans le rectangle r„. La suite 


F„(a7) converge vers zero dans le carrd D. Jc dis quo la convergence 
ii’cst pas uniforinc en chaque point du segment EF. En elTet, Ira- 
oons un cercle j, ayant pour centre un point P de ce segment el 
iin rayon arbltralrement petit. Pour n asscz grand, le rectangle /•« 
traverse cc ccrcle; il y a done, a parlir dbine cerlaino valeur de/i, 
des points de y oii 


(•) iM, Kiinge cn a doniid le premier cxemplc \ oiv Ziir Theorie der analy- 
lischen Functioneii (Acta malhemalica, t. i885, p. 245). 

M. 
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La convergence ne pent (Ure uniforme dansy) c]uol([uc pcill que 
soil le rayon de ce ccrcle. 

Unepreniicie condition a remplir pour ((ue la snmmc d’unc 
faerie de polynomes soil une fonclioii analyLique est ([uc celle 
somnie soil une fonclion continue de la variable a?, c’est-a~dire 
que la convergence soil f|uasi“Uniforine : soil (.r) le lerme general 
d’une suite de polynomes convergeanL vers f{x) dans un domaine 
ferine D ; nous dirons que la convergence est quasi-unifonne si, 
elant donnes £ jiosilif arliilraireinent petit et un nonibre p aussi 
grand qu’on vent, on pent trouver un nombre // supdricur a p 
tel que, pour chaque jioint x du domaine D, il e^isle un entier 
compris entre p et p' |)our lequcl 

Lour (|ue la somme f{x) soil continue, il faul et il suffu f[Lie la 
convergence soil quasi-uni forme, com me I'a montre M. Arzcla, 
qui a introduit la notion dc cc mode de convergence ('). 

La condition est neccssaire : cn efTct, soil un point de D; 
on a, dans un cercle de centre u'o el de rayon p et pour n assez 
grand et fixe 

1 /(.ro)— P«(^oM <^> 

1 /(»‘o)- /(.-r) I <s, 

1 Ph(*^*'o) — Pk('^ ) 1 

car, £ etant donne, on jieul clioisir Ic nombre n de inanicre a veri- 
fier la premiere inegalile el determiner ensuite p pour que ics deux 
dernieres soienl satisfaites, ce qui est possible, puisque f{x) ct 
P„(a7) sont continues. On a done 

1/(3:') — CJe, 

Nous prenclrons pour /{ un dcs nomlires superionrs a un nombre 
donne/?, pour lesquels la premiere inegalile a lieu et pour p la 
plus grande valeur possible. Chaque point de D pent ainsl dire 
eiitoure d’un cercle de rayon p ; il en rcfauUe, d’aprds Ic iheoveme de 
Borel-Lebesgue, qii’on peut couvrir le domaine D avee un nombre 


(') Aazii.A, Sidle scric di fuuzioni {Meinorie della H, Accadernia cli Bolo- 
gna, 5* sdi'ic, t. VIII, i8(jg), Voir nussi UonrL, Lemons sur Ics fond ions de 
variables reelles, p. /|t, 
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flni de ces cercles, soient D(, Dj, D,„, aiixqLiels corres- 
pondent les noinbres /i| , ...ffi/j,, tons sLiperieurs a p, Designons 

par p' le plus grand de ccs m iionibres, on a, pour le jioinl j?, 

I /(.r) ~ I < 3 e, p < n ,^ p ’ 

si le point x est dans ]e cercle I),-; la convergence est done f[iiasi- 
imi forme, 

Supposons inaiuLenanL la convergence qiiasi-uniforme; donuons- 
nous nn nombre s; piiisquc la serie converge cn .To, il existe uii 
entier p k par Li r duquel on a 

l/^ro) — I’rtCiTo) I < e, C« >/J )■ 

La convergence etanl qua si- uni forme, aux noinbres £ ct y;, il 
correspond un iiom])re lei que, pour cliaquc point x de D, il 
exisLe un nombre /ir, coinpris entre p et pour lequel 

\/(X) ~ Vn^(,T) \ < &. 

Cette inegalitd est verifiee en ,Zo pour Ic pol;y'nouie puisque 
/lx est siiperieur a /?, on a done 

|/(.rfl) — <£; 

d’aiilre part, clans un cercle de centre el tie rajon assoz polity 
oil aura 

I ^ 

puisque les functions continues IL^(^) sont en nombre llni; il 
rdsulte des mega tiles prciocdentes qu’on a, pour lout point x de 
ce cercle, 

com me s est arbitraire, ^(j;) est continue en et, par suite, dans 
tout le domaine D. 

l^a condition pour/’(a,’) d’etre continue suffit dans quelqiies cas 
pour afliriner que cetle fonclion est anafjtiqiie; il en est aiiisi 
lorsqne la convergence ctantpartout quasi-uniforine, cesse d’etre 
uniforme SGidement aulour ties points d’une courbe y I'cclifiablc 
qui separe le domnine D cii un nombre lini de dornaines partiels; 
la fonction /{x) est alors conliniic dans D, ellc est analytique, 
sauf peut-eire sur la coiirbc yj d ’a pres un theorem e de M, Pain- 
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leve (‘), elle csl hoJomorplie paiioiil clans D. Le rcsullaL esL Ic 
ineme lorsque, au lieu clc la courbe y? on aim ensemble rcductible 
cle courbes analogues. 

On pourrail penser que la condiLion, pour la somincd’uno serle 
de polynomes, d’etre continue, suffil pour quo, dans Lous les cas, 
celtc somme soil anal jti que. Nous niontrerons, sun un exemple, 
qii'il n’en cst rien eL qii’une sdrie de poljnoiiies peat represeuler 
dans un doinaine D une fonction continue non analjlique. 

Soit le carre 0\BG(yi^. 5) dont deux cdU’s de longueur egale 


Fig. Tj. 



a I’unite sont sur 0^ et O'/), et une suite denonibrable (I’inLcrvullcb 

partoiiL (lenses sur le segment OA et n’ayaiiL, deux a deux, aucuii 
point commun : I’ensemble des points ([ui ne sont pus a I’intcricur 
de ces intervalles est un ensemble parfail E. On pent, d’lmc inli- 
nite de manieres, consLniire une fonction cp(i) continue pour 
oSq^i, constanle dang cliac[ue inlcrvalle ii sans dire consLiinle 
sur Lout le segment OA. Par exeinpic, si la mesure clc I’cnsenible E 
n’csl pas nulle, on poiirra prendre 

0 = mesui e (le E(Oj 

en designant par E(^) I’ensemble des points de E situds siir le 
segment (0,^). 


(') PAiNi.E,vi, Sur le& lignes singulieres {Aiinala de la FacuUe des Sciences 
de Toulouse, 1888). 
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Consirtiisons sur les n iiitervalles 

Wl) • 1 W/i 1 

cominc liases, los n rccLaugles U|, CJa^ . • - , U/,, de liauleui* cgale ii 
I’miile. 11 y u sur la Hgiire dciix rectangles U|, Uy que je suppose 
voisins. 

Mcnons a I'iiilcrieui’ de cliarjue rectang-le U des paralleles a Oti a 

la dislanec - doscdles; nous deliiiissons ainsi des rectangles qui 

soiiL converts de liacluircs. Menoiis encore, toiijours a I’lnterieiir 

dc U, des paralleles a Ovi A la distance — des cotes et considerous 

in 

les rcelanglcs V ciujiielanl sur deux rectangles U voisins et donl 
les cotes, paralleles a Oyj, sonL ces deriiieres paralleles : appelons 
la valcur eonstante dc 'f (^) dans I’intcrvalle u,, el o(V) une 
valcur de o(^) clioisle parmi ccllesque preiid cette fonction sur la 
liasc du rectangle V qui repose sur 0^. 

II exisle un poljnome qui, dans cluique rectangle U) , cst 

egal a o{ut) a ^ pres cl dans cliaque rectangle V cst dgal a <p(V) a 

~ pres. TiU suite des polynoines l\(a;) ainsi definis a pour liinilc 

une fonction /(.r) qui cst egale a o(q)en Lous les points du carre 
ilonl I’ahscisse esL cii ellet, si le point x est a I’inlerieur d'un 
reelangle [f, pour /i assez grand il sera dans un rectangle U' ct 

diflerera de o(E) dc inoins dc Si le point x se projelle eii 

nil point ^ de I’enseinhle Ii, on pout prendre ii assez grand pour 
{|ue Ic reelangle V qui conlicnl x cinpicle sur deux intcrvalles 
f//, Ujy aussi voisius qii’on vent du point ^ cLqiic, jiar consequent, 
o(V) diflerc de o(^) d’aussi pen qu'on veut, Coinme dllTerc 

do cp(V) do nioins de cm voit qu’il a pour limile 

La convergence quasi-iiniformc appavaU done coiiiine une con- 
dition .seulcinciiL ndcossairc pour quo la soimne soil analytique. On 
lie coiinait pas do condition a la fois ndeessaire cL suffisanle, 
expriinanl (rune innnicrc simple que la limile d’unc suite infinie 
(Ic fonclions analyliques est une fonction analytiquc (’), 


(') C/. P. iMoNTia., Sur les series de foncUons analyligues {ItuUelUi des 
Sciences malhemaliqttes^ a* sdtic, t. X\X, juin jgoG). 
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Les points irvegiiUers. 

SoilP nil jioinL quelconquc du doinaiiie D dans Ici|uel unosuile 
lie polynonies Prt(.i;) converge vers la funclion f{x). Jc dirni qiie 
le point P esl un point de convergence reguliere pour la siule, ou 
plus brlevemenl un point rdgalicr^ si, dans iin ccrcle do rayon 
assez petit el do centre P, la suite P«(j^} converge uniformeinent. 
Dans le cas conlrairc, le jioinl P sera dit iin point irreg idier. Soil E 
I’ensemble dcs points irregiiliers dans le domaine D; il resiiltc dii 
iheorenie etabli an debut de ce Gbapilrc quo cet ensemble est non 
dense dans D, Je dis que e’esL un ensemble parfait. 

D’abord, e’est un ensemble fcrm(5 ; en elFel, tout point P, limile 
de points irri^guliers, est un point irregulicr, car, dans un petit 
ccrcle ddcrit auloiir d’un point regulicr coinme centre, tons les 
points sont reguliers. En outre, I’enscmblc E n'a pas de points 
isoles, Soit, en diet, un point P, suppose irregulicr ct isole; jc 
peux decrirc une circonl’drence y de centre P et de rayon assez. 
petit pour que tons les points de celle circonfercnce soieiil regu- 
liers. 

Soit A I’un d’eux ; dans un cercle E de centre A el de rayon p, 
la serie converge uniformemenl; jc prends pour p la plus grande 
valeur possible. Acliaqiie point A dc la circonferenee y correspond 
un nombre p non mil; il resnlte du tlniorcmc llorel-Ecbesgue 
qu’on pent rccouvrir cette circonfdrcncc a I’aidc d’un nombre 
fini p de corclcs c. Soientc’i, c.j, . . . , Cp ccs cerclcs. On pent trouver 
III tel quo dans c,, on ait 

(1) |/~P„|<e 

pour n > III ; soit n' le plus grand dcs enliers /i, ; pour n Pine- 

galite (i) seravmfi^c dans ebaque ccrcle c, et, par consequent, en 
tons les points de y. Done les fonctioiis P„ convergent nniformd- 
mcnl sury ; dies convergent done uniforniemcnl dans cc cercle et,. 
par suite, le point P ne pent ^tre irregulier. 

Je dis maintenant que cet ensemble E esl continu et d’un seal 
tenant avec la frontiere C du domaine D. 

Supposons d’abord que PenscmbleE soil discontinn aii point P; 
nous savons qu’on pent entourer cc point d’une courbe fermde y 
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(loiilsuicun point ii'ajjpartipiit a E; cn rcprenanl le niisonnemenL 
(jiii vieiil (I’elre fail poor le cas tl’ime circonference, on dcinoii- 
irera quo la suiLe converge uni form cm cat snr Ja coiirljc y ct par 
suite a rinldrieitr, ce qul coiilrecliU’lijpotliesc que P esLirrdgulier. 
De indinc, E csl d’un scnl Lcnanl avec la fronliere C, sinon on 
entonrerait hi tl’unc conrhc ferinee y donl auciin point n’apparlieiiL 
a E ni a C, el I’aidc dc l.njuelle on rcpelerait Ic nidiae vaisonne- 
inciit. En resume, elant donnee line seeie de polynomes^ con- 
vej'gente dans an domaine D, Venscmble des points irreguliers 
esl paifait^ non dense dans 13, conlinu el dUta seal tenant ai^ec 
la frontierc da domaine. 

Quelle esl la nature de la fonclioii J\.t) definie sur I’eiiseinble E 
des points irreguliers r je dls qu’ellc esl poucluellenienL discon- 
tinue sur E oil snr tout enscinblc parfait extrail dc lil; 11 fauL 
cnlendrc par 111 (|iie, dans toiile jiarlie de E, il y a des points de 
ret ensemble eii Icstjucls la fonction esLconllinie sur I’ensemblc ( ' ). 

Demoiitrons il’uiic inanidre generalc qii’iine suite convergenlc 
do fonolions conliiiiies fn{sc) a pour llmite unc fonction 
ponctuelletuenL discontinue sur loiiL ensemble parfail. .Ic dis 
(I’abord ipic, dans Lout domaine D(, inlerieiir uu domaine dc con- 
vergence 1), on ])cut cn Ironver uii autre pour icquel 

I/ — /«l-e «>/». 


E dtanl nn noiubre posiLifdonnd. 

IJ’abord, comnic nous avons vii, dans lout domaine, il eii cxistc 
uu autre ou les \f,i \ soul lioriids; nous supposeroiis done qu’il 
cn cst ainsi dans D,. Donnons-nous e, si I’on pent Iroiiver un 
noinbre p Icl qiie, dans D(, pour n el n' superieur a />, on ail 


le ihcorenic esl demoiilre, car il suffit de faire erbitre ;/ 
incnl [loiir oblenir cn clnupic point de D^ I’iiiegalilii 


indermi- 




Dans le cas conlraire, il cxistc un point I’ dans ]3| et deux 


(') Voir UuiiL, Sur les Jonctions de variables rdelles {Annali de Matema- 
licGj 1899 ). 
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noinbres /?( et n\ lels que, en P, 

\fn—fn[\>^ («'>^l). 

Les Jn etnnt continues, cette iacgalile a lieu pour tons les points 
d’lin doinalne A, entouranl P, Gonsiderons dans la suite 

J ni+Xi • •! ,//<! 

si, a parin’ d’un rang/?, on a pour tons les points de A, 

I J'n “ fn' I ^ ^ )i 

le iheoreme esl demonlre, sinon il cxistc uii doinalne Aa inlerieur 
a A, et deux noinbres /la et /d,' {f^\ <1 

I /n, fn'i I > E 

dans Aj, etc. ; en continuant ainsi, on arrivera ndccssaircinent a un 
doinaine Ar, dans lequel I’indgalitc (a) sera verifiee; sinon, on 
definirait line suite infinie de domaines, cliacun conteiiu dans le 
precedent, qui auraient, par suite, au moins un point coinnuin (o. 
En ce point o>, on aurait les indgalites 

I fu'l i 

I fni ' f li'A^ 


I f/'r /n! 1 “) 


les noinbres /i' croissant indefiniinent avec r. ftTal'i ccei esl 
impossible jiuisqiie la suite dlanl convergente en w, on a, on co 
point, a parlir d’lin certain rang /?, 

\fn — A'\<^ (n,n'>p). 

Done, dans le doinaine D,, on petit ivouver un domaino D^, on 
tons les points duquel on ait, pour n assez grand, 

La fonclion y), dtant continue dans 0*^ , on poiirra trouver dans 
ce domaine un nouveau doinaine D" tel que, si/)^ cl/ji sont deux 
valeurs de lafonction dans D'|, on ait 



LES SERIES CONVERGEXTES DE POUXOMliS 


tar 


conime on a 

/' dlant la limite dc /'^, on en deduit dons DJ' 

Ccci posd, dans D| jc peux done trouver un domaine D' dans 
lequcl I’oscillalion de /(a?) c’esl-a-dire Je inaxiniiim du modide de 
f — f ne deposse pas i ; dans D' Je peux Iroiiver un domaine D'' 

Oil I’oscillation de f ne depasse pas d, etc,; dans on peat 

Irouver un domaine ou I’oscUlation de f ne depasse 

On forme aiiisi nne suite ddnombrable de domaines 


D', D". 




dont chacun est compris dans le precedent et qui ont au nioins un 
point limile P. Au point P, la fonction /est coiilinuc, car, elant 
donnd le noinbre a, a I’intdrieur d’uii ccrcle de centre P el tout 


-enlier dans 


(">!) 


on aura 




/ et / elant les valours de la fonction au point P et cn un autre 
point quelconquc du cercle. La fonction / possede dans tout 
domaine D) des points de conttnullc, elle est poncLiielleinent 
discontinue dans D. 

Dans la demonstration j^rdeddente, on peut remplacerle domaine 
D| par un ensemble parfait quelconqne, tons Ics rdstillals siib- 
sislenl. Done la fonction f est ponctuellemenL discontinue sur 
Lout ensemble parfait ('). 

En pai’ticuller, la somme d! luie serie de polynomes est pone- 
tueileineni discontinue sur V ensemble parfait des points f/ve- 
guliers, 

Voici un excmple : reprenons les calciils de la page i lo. A.u lieu 
des polynomes Qo, Qi , • • m nou.s avons inlroduits alors, 

nous preiidrons les polynomes 

Q'/(D. Q;Li(0, 


{‘3 Le raisonnement est applicable it ties fonctions de plusicurs variables 
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en design ant par 

Q,UO. Q/XO Q;!(?) 

tine suite cle |)oIjnoines convergcant pour i vers la fonclion 

de premiere classe ( ') arbi Ira 1 remen L clioisic (p^(^).Lcs polynoincs 
P„(a;) out alors pour limite une fonclion /(a;), egale dans le rec- 
tangle R/j a la fonction lioloinorphe Fy, el sur le segment d’or- 

clonnde^j a la fonclion dc premiere classe 

Les proprietes que nous venous d’clablir pour la fonclion 
snfllsent-elles pour que ccLLc fonction soil represenlaljlc par une 
s^ric de polynoines en En d’aulros Lcrines, une fonclion de x^ 
onaljtique dans undomaine 13, sauf aux points d’un ensemble parfai I 
non dense, continu et d^in soul tenant avee la fronliere C de D, 
sur lequel elle est tie premiere classe, esl-eile tigalc ii la sominc 
cl’iiuo serie de polynoincs en a:? II semble (|ue I’cLendiic el la 
structure de I’ensemblc K doit'ciil ici jouer iiii role et c[uc los 
li mites de polynomes en u; ne soient pas caraclerisces par Ics 
proprietes que nous avons dites. 


Proprietes cViinc suite de polynomes dans le voisinage 
des poijits irreguliers. 

Soil un point regu Her oit f{x) prend la valeur jc dis <|ue, 
dans le voisinage de Xo^ les equations 

= « 

o/i/, ii pcirtir d\ine certaine valeur de n, une racine et une 
seule (2). 

Posons Rw(a;)=/(^) — P«(a?) ; J\x') est analytiquc dans un 
cerele Y de centre supposons ce cercle assez jtclit jmur qu’il 
n’y ait auciinc rucinc autre que de IVqualioii /{x) — dans le 
cercle et sur la circonference. Pour n asscz grand, on aura sur la 


(') Voir 13 viHE, loc. cit , et, dans les Lemons stir les fonciions dc variables 
icelies de M. ItonPL, In Note dc M. Lebesgiie. 

{’) Les rdsulials dc cc paragraphe nc seraienL pas changes si I'on i‘empla 9 ail 
les P,| par des fonciions holomorphes quelconqaes. 
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cir conference de y 


n„(x) 

A r J - a 




car R,j(a:) com erg e iiniforinenient vers zero dansy, cl |/’(.■c) — a \ 
a sur la circonference iin minium in non mil. Los equations 


el 


/( -r) — « = 


/(x) — a — R„^r) = P„( ,r) — « = <i 


onl alors dans y in erne no m lire de racliics, c’esl-a-dirc unc et 
line seiile. Reciproqueirienl, soil iin poinl regnlier dans |c 
voisinage diiqucl Ics equations 

P„(.rj = a 


onl, dans Icur ensemble, one inflnilc de racines; je dis qiie 
Kn efTcl, ^lour ji assez grand, on a dans nn cercle y 

IA^)~ I < s. 


£ positif arbilrairo ; pour one valenr dans y, done 


d’ailleiirs, si 
d’ou 


y est nssez pclit, 

|/(ro)~-rtl < 26 , 


ce qui demonlre la proposillnii. 

Considerons alors I’equalion 

= a, 

ou « esl im nombre qiiciconqno, elle admel dans le domaine D nn 
certain nombre de racines; supposons qu’on ait inorcpie tons Ics 
points racines des equations oblcniies en flonnant a n tonics les 
valours enlicres etsoitErt I’ensemble derive do ces points racincs(' ). 
11 resulle de cc qui precede que tout point r&gulicr appartient 
a lui ensemble el a un seiil. Par consdc|uenl, si iin point 


(') Si iin point est iMcine pour une infinitd de valeiirs de n, je le considere 
comme faisant parlie de 
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appai’lieiit a la fois a £„ ct a 1^/,, c’esl un point irtvf*iilicr. Les 
points comm u ns aux deux ensembles el IiIa, ct et h elanl deux 
no nib res ([tielconques, font par lie de I 'ensemble E des points irre- 
giiliers. 

D 'ail le Ill's, un point ii'regulier appcirtient a tons Ids I'in, sauf 
un ail plus. En d’aulres lermes, si les ec/iialions 

P„(.r) = a, P/i(.r) == b 


nontj clans leiir ensemble ^cjiC un nombre finicle racines autour 
de . 2 ’, ce point est regulier. 

jNous nous appuierons pour d^monlrer cetle proposition snr unc 
generalisation des llieoremcs de M. Picard snr les points cssenliels 
due a M. Landau (*) ; si f{oc) est liomolorphe dans nn cercbi 
de centre a’q, oii elle no preiid ni la valeur zero, ni la valeur i , lu 
module de cette fonction reste, dans nu cercle fixe qnclconque 
interieur an premier, infiJrienr a nn nombre M qui nc depend quo 
de la valeur /(a^o). JD’ailleurs, si |/(^o)| >a et |/(^’o) — 1 1 > «, 
on pent prendre pour M un nombre qui no depend que de a; par 
consequent, si Fon a nne famillc de fonctious jircnant en a’(, 
des valeurs dontaucnne valeur limite n'est o ni i, les modules do 
ces fonclions restent homes, dans leur ensemble, dans Ic cercle 
jirecedent. 

Reprenons les polynomes P„(a:), on pent loujours suppo.scr 

« = 0 et 6 = I, sinonon remplacerait P„ parle polynome ~ 

, ^ h — a 

Jracons un cercle y de centre ct de rayon p dans lequel les 
eifualions ' ^ 

P/( = o, P/(— I 


n’auronl pas (le racine ot soil y' lo cercle dc rcjon £ conccnti'i,|iic 

a II eiisto certainemeiu dans y' un point od /{x) dill'ii'e de ziiro et 
de 1 , car dans le cas conlraire il y aurait dans y' un point rcgullei- 
ou f{x) serai t egalo i zero, par exeraplo, et par consequent les equa- 
tions P„ = o auraient des racines amour de cc point. Soil ,r, un 
point tel que/(.i;,)?£o,/(ui,)p/,. Tracons lecercley, de centre .r, 
ct tangent mtdrienrement t\ y, ce cercle contiont ; on aura pour 
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n Hsscz yranil 

1 > y, I i| > ^, 

done, dans un cercle quelconquc , conccntriqiie a y,,los |P„(a;)[ 
sont boriies; nicnons y', assez voisin de yi pour qu’il eontlennc vPo> 
alors on ^oiLq^lc les modules des P/,(x) elanl homes aiUoiir dc 
.■To, la convergence esl uni forme dans y' ct le point esl regulier. 
On pent dcmonlrer un rcsuUal jiliis coinplet qiie le preccdenl : si 
dans le vois inage dc Xq, les equations 

(u) 

( 3 J = b 

out un riombre de racines qiii ne croit pas uiddjinimenl avec n , 
le point Xa esl reguUer. 

Soienl, on efTet, p le nomhre maximum des racines de I’equalion 
P„ (.77) dans un cercle y de ccnlre ^0, lorsque n varie ; q Ic 

nomhre correspondaiiL pour rckjiialion h. On bien, pour 

lout cercle y' concenLri([uc cL inLerieur a y, les equations (a) onLj 
^ partlr dhm cerLain rang, loiiles Iciirs racines dans y' ou 11 exislo 
un cercle y' Lei qu’une infinite d’eqiiatioiis(a) alonl p — i racines 
an plus dans ce cercle; il en est de inline pour I’eqiiation (.H) cii 
remplagant p ])ar q. Siqiposons que la premiere hypothese soil 
realisde pour (3) eL ( 3 ) alors, dans I’anneau liinile par y el un 
cercle y', les Equations (2) eL ( 3 ) ii’nnl plus de racines pour n assCK 
grand; on en deduiL que la suite converge uniformdmeiiL en cliaquc 
point de cel anueau et, a Paidc d’un raisonnement pliisieurs fois 
utllisd, qu’elle converge dans y uniformemenL ; Xo ne pent done 
etre irrdgulicr. Supposons malnlcnaiiL que la scconde liypoLliesc sc 
realise pour (2) ; alors, nous cxlrairons de la suite P/j uiie suite 
partielle Q„ telle que les equations 

(3)' 

aienl p — i racines an plus dans y^ ; 011 bien quel epic soil Ic cerclc 
concentriqiie et intdrleur a y', les dqualions (2)' out louLes leurs 
racines dans ce cercle a partir d’un certain rang, ou hienil cxlstc un 
cercle y" dans lequel uiie inlinitd d’dqiiatlons (2)'onl/> — 2 ra- 
cines an plus ; on extraira alors des Q„ une suite H„, et en con- 
tinuant ainsi on arrive ndcessairemcnl a un cercle y^ el a niie 
suite S/j telle que, quel que soil le cercle *4 concenLrique et inld- 
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lit toiiles les mcines fics dqualious S„(.27) = ^? soul .'i I'iii- 

re cerclc pour n assez ^rauct, Coiisnlerons alois les 
Mju.aioiis S,i{d') = b‘, oil raisonnaul clc la nirine niauien:, on 
;uii\L'r<j :'i un cej’de yo cl a unc suite D/)> e\li’aile <lc‘s Su (jno 
huiN'-. racinfs. <les eqiiallons 

U„(5') = a, Vn(d') = b 


'uicnt [M)\u' n (isse/. grand u riaLoricur (I’uii ccrelu (juoleonipu' 
KJlerienr el conecniriqiie a yo* Kii rcpetanl le rai.snnm'inoiU i'ail 
null .'i I’fioui’c, un eu deduit que la suite U« eum'oi’gc uiiifoniit'’- 
inenl en .To- Oiwoil done que de la suite coinnie do (oiilesiiilo 
ndiuie evtraile des P;i, on pent exlraire unc suite noiivoifc oon- 
tnuTonuemenl en ii eu resiiltc ([uo la suite 1^,/ 
rouverge umfonuemeiU aiUour do a.\ : done cv^ esi rdgulirjr. 

On deinoturerail do jn dine que si a(.r) est unc fonotion lioio- 
moi'plM' en Xo, les equations 


I n ) = wt-r; 


out, nutour do J 7 „, un noni)>i'e tie raclncs qul ci-oii luddliiiiiiionl 
■oue n, sauf peut-etre pour nne fonction f cxccplinnncllr ; il sul'/ii 
lenipljcer Jans les raisonnenients qiii precddcul, u point! mo- 
dita's. P,i par la fonclion 

/, |■l■iJt•l.luldel.l• foncl:oni siipposues cxceplioimfllos ; in'niKms 
.>ni„,rl,ciil,er'; = IV, on voil que les.dqualio.is 

l',.f.T) = P,(.r) 

urn on,, infiniie deracinesnulour de cheque point in-daulie,.. on 
- 01 done considet-er un lal point comme «n point limit/, I,., 
(.mnis ,1 tniwsecuon des fonotions P„ entre elles ('). 

I rM cwi "‘"'"'/‘"■mM 

* MtiMti., Sur les jmnts tri'e<^utie/'s e... •* ‘ '' settu., 1907) (>(. 

^^’^‘^hli'juesiComiJs.encius, novembro de fo^^cUms 
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